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“Se eu vi mais longe, foi por estar sobre ombros

de gigantes.”

Isaac Newton



RESUMO

Este trabalho consiste em um estudo sobre os critérios de divisibilidade para p primo, com

7 < p < 19 onde no ensino basico néo s&o tratados durante o curso normal, e também os livros
didaticos ndo fazem mengdo. Veremos um método que utiliza o Bindbmio de Newton para
verificar tais critérios. Sera feito uma abordagem sobre Binémio de Newton, e por fim, serd
apresentado uma demonstracéo classica dos critérios de divisibilidade para cada p primo, 7 <

p < 19, utilizando o Bindbmio de Newton.

Palavras-chave: critérios de divisibilidade; nimero primo; binémio de Newton.



ABSTRACT

This work consists of a study on the divisibility criteria for p prime, with 7 < p < 19 where in
basic education they are not treated during the normal course, and also the textbooks do not
mention them. We will see a method that uses Newton’s Binomial to verify such criteria. An
approach will be made on Newton’s Binomial, and finally, a classic demonstration of the

divisibility criteria for each p prime, 7<p <19, using the Newton’s Binomial will be presented.

Keywords: divisibility criteria; prime number; Newton’s binomial.
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1 INTRODUCAO

Na matematica, a divisdo € uma das quatro operagdes basicas, e esta presente no estudo
da porcentagem, fatoragdo, soma, subtracdo de fracdo e no estudo de vérias outras operagdes.
A operacao divisdo € essencial no nosso dia a dia, precisamos dela para separar uma quantidade
em partes, seja uma receita de bolo, que precisamos dividir os ingredientes pela quantidade da
massa, uma simples conta que precisa ser dividida entre amigos, ou uma heranca que precisa
ser dividida entre irmdos. Em alguns casos, ndo nos interessa o resultado da divisao, queremos
saber apenas, se essa divisao é exata. Ai a importancia do estudo dos Critérios de Divisibilidade,
quando temos um a € Z, que é divisivel por b, e o resto é zero. Aprendemos no ensino basico

que, para cada numero existe um critério de divisibilidade, como por exemplo:

Por 2: Um numero é divisivel por 2, quando ele é par.

Por 3: Um numero é divisivel por 3, se a soma de seus algarismo é divisivel por trés.

Por 5: Um numero é divisivel por 5, se o ultimo algarismo é 0 ou 5.

Cada vez que o numero vai aumentando, vai tornando-se dificil a memorizacao desses
critérios. Por Isso, neste trabalho, demonstraremos alguns critérios de divisibilidade, utilizando

0 Bindmio de Newton dado por:

n

(x+a)* = Z (Z) x™k . gk

k=0

Trataremos da verificacdo de que se, dado m € Z, quando m é divisivel por p primo com
7 <p <19, onde esse intervalo sera o objeto no nosso estudo. Sera feita uma abordagem inicial
sobre o Bindmio de Newton e, depois trataremos dos critérios fazendo a demonstracdo para
cada p, primo, deste intervalo. Queremos enfatizar a importancia deste teorema no estudo dos

critérios de divisibilidade.
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2 BINOMIO DE NEWTON

Neste capitulo, enunciaremos o Bindmio de Newton e demonstraremos. Para tal, as
referéncias utilizadas neste capitulo foram Gongalves (1979), Domingues; lezzi et al. (2018) e
Garcia; Lequain (2006).

2.1 O BINOMIO DE NEWTON
2.1.1 Breve Histérico

O termo Bindmio de Newton é dedicado ao inglés Isaac Newton (1642-1727), fisico e
matematico, nascido em Woolsthorpe Manor, localizado na Gréa-Bretanha. Na verdade,
diversos matematicos contribuiram para o desenvolvimento do Binémio de Newton com
expoente n € N. Casos especiais ja eram conhecidos desde o século 4 a.C, bem como o
matematico grego Euclides que ja mencionava um caso especial do binbmio para expoente n =
2. O Bindmio de Newton pode ser encontrado também no trabalho do matematico persa Al-
Karaji, que viveu no século XI que descreveu o padréo triangular dos coeficientes binomiais e
também forneceu uma prova matematica do Bindmio de Newton e do tridangulo de Pascal
usando uma forma primitiva de indugdo matematica.

De acordo com Tognato Il (2013), verdade seja dita, 0 Binbmio de Newton era
conhecido como Teorema Binomial e refere-se a uma construcdo algébrica que se constituiu
bem antes da época de Newton, porém apenas ele logrou éxito em conquistar plena propriedade
desta ferramenta e de toda sua potencialidade. Segundo o autor, o desenvolvimento do bindmio
nas maos de Newton, tornou-se algo quase tdo moderno quanto em nossa época, 0 que da jus
ao nome. Segundo Tognato 11 (2013), o Bindmio de Newton é um dos assuntos mais sofisticado
da Histéria da Matematica. E bem verdade que este dispositivo envolve alta complexidade na
aprendizagem proposta no ensino basico, mas a sua importancia e proficiéncia sdo nitidas e
perceptiveis nos ramos fundamentais da matematica atual.

Certamente estamos familiarizados desde o curso basico com algumas poténcias de um
binémio.

Assim, temos:

(a+b)l=a+hb

(a+b)?=a?+ 2ab + b?

(a+Db)*=a’+3a% + 3ab’+ b®
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A seguir, demonstraremos a expressdo matematica para o Bindmio de Newton (a + b)",
para qualquer inteiro n positivo.

Definigdo 2.1. Fatorial: Sejam n € N. Definimos Fatorial de n e denotamos por n! como sendo:
nl=n-(n—1)-(n—2) - 3-2-1
Observagéo 2.1. Com relagdo ao fatorial de 0 admitimos por convencdo como sendo: 0! = 1.

Definicdo 2.2. (Coeficientes Binomiais): Sejam n e k inteiros ndo negativos. Definimos
coeficientes binomiais aos niumeros dados por:

!
(Z) ~ k! (nn— )]

Observagao 2.2. Pela Observacédo 2.1 tem-se que (711) =n, (3) = 1e(2) =1

Observacao 2.3. Existem varias propriedades basicas dos coeficientes binomiais. A seguir

citamos sem demonstracao duas delas cujas demonstracdes podem ser vistas nas referéncias
(LIMA, 1998), (HAZZAN, 2013) e (MILLES, 2001).

(W)= G20

(Coeficientes binomiais complementares)

() + Gr) =G

(Relag&o de Stifel)

A partir das defini¢Ges e observacgdes citadas acima, podemos demonstrar o Bindmio de
Newton, mas antes veja, na figura abaixo, o que acontece se variarmos n € N de 0 a 4 na
expressdo (a + b)". Verifica-se sem dificuldade nestes desenvolvimentos que os coeficientes

respectivamente de cada termos sdo os coeficientes binomiais



Quadro 1 - Coeficientes de cada termo de um bindmio
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Paran=0 | (x+a)°=1 0\ 0.0
(x+a)°(0)xa

Paran=1 | (x+a)l=1x+1la

(c+ayt=(

1

)x1a0+(1) x0ql

Paran=2 | (x+a)?>=1x?+ 2xa + 1a?

(x +a)?= (?)) x2a°+(i) x1a1+(§) x%a?

Paran=3 | (x +a)®= 1x3+ 3x%a + 3xa?+ 1a° (x + a)’=
3)30(3)21(3)12(3)03
x-a + x-a + x-a“+ x-a
(0 1 2 3
Paran=4 | (x+a)*=1x*+4x%a + 6x%a?+ 4xa+ +1la* | (x + a)*

Fonte: O autor (2023).

Observacgao 2.4. Ao desenvolver o bindmio de Newton (x + a)" verifica-se que:

. (x + a)" possui n + 1 termos.

. Os expoentes do termo x decrescem de n até 0 e os do termo a crescem de 0 até n.

. Cada expoente de x € igual a diferenca entre o numerador e o denominador do coeficiente

(numero binomial) correspondente e cada expoente de a é igual ao respectivo

denominador do nimero binomial correspondente.

. A soma dos expoentes do termo x e a é sempre n.

(x+a)" = (g) X0 + (n) X" lgl 4 oo 4 (n E 1) xla™1 + (

1

n
n

Assim, podemos escrever a forma canodnica do Bindmio de Newton da seguinte forma:

)xoa”

E, naturalmente, podemos reescrever de maneira mais elegante como:
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Observacao 2.5. O termo (Z) x™ k. gk é chamado termo genérico do Bindmio de Newton.

Teorema 2.1. Sejam X e a inteiros e n um inteiro positivo. Entao:
n_ (MY.,n,0, (M. n-1,1_, .. n 1,n-1 4 (M .0o,n
(x+a) —(0)xa +(1)x a + +(n_1)xa +(n)xa

Demonstragdo. Usaremos a ferramenta chamada indugdo finita primeira forma. O leitor
interessado podera verificar esse tema na referéncia (HEFEZ, 2006), (MILIES; COELHO,
2001).

Paran = 1 a expressdo obtida é (x + a)! = ((1)) xta® + G) x%a! =x +a;logo, a

afirmacdo é verdadeira neste caso. Suponhamos, entdo, que a expressdo do binémio é valida

paran=k=>1, ou seja,

(x +a)k = (k) x*a® + (k) xk gl + ..+ ( k 1) xtak1 + (k) x%ak

0 1 k — k
(x + @)k = (I(;) x* + (llc) g4+ 4 (k E 1) xak 1 + (Ili) ak

Dai, temos que:
x+a)*'=Cx+a) x+a)=x-(x+a)+a-(x+a)

Usando a hip6tese de inducgéo, segue que:

x-(x +a)k = (g) xktt 4 (ID xka + -+ <k E 1) xZak=1 + (llz) xak

a-(x+a)k= (l(;) x*a + (II) x*1a? + . + (k E 1) xak + (D ak+1

Agora, somando ambas as equacdes, temos:

(x + a)k+1 — (I(;) xltl +
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Usando repetidamente a relacdo de Stifel e os coeficientes binomiais complementares
conforme Observagao 2.3, obtemos:

(x + @)k*t = (k) e+ 4 (k + 1) ka4t (k + 1) xa® + (k) g+

0 1 k k
Note que (I({)) = (k -(l)' 1) e (2) = (i 1 D temos finalmente:

(x + a)*+1 =(k-(;1)Xk+1+(k1_1)Xka+“'+(k2;1)xak+(k:l)ak+1

Portanto, a expressao binomial vale para todo n € N.

] 1\ N .. . . ~
Exemplo 2.1. No desenvolvimento de (xz + Z) , 0s trés primeiros coeficientes estdo em
Progressao Aritmética. Determinar o valor de n.

Solucdo: Usando o Bindmio de Newton, temos:

I 1in 1{n
iy = 0 5 |'|'-‘_l—§ i ﬂl’l’:{——l 9

i = l.. = e iy =
2

Sabemos que a1, az, azestdo em PA, segue que a; — a1 = az — a, logo:

n_ nn—1) n
2 - 8 2
nooon nin —1)
L - ] —
2 2 o
nin —1)
n—-1 =
b
HSn— 8 n —n
n-n—-8n+8 = 0
n-9n+8 = 0

Verifica-se entdo que as raizes sdo n = 1 ou n = 8. Para n = 1, ndo temos solucdo, pois

2z ndo tera trés coeficientes no desenvolvimento. Portanto, n = 8.
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3 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE USANDO O BINOMIO DE NEWTON

Com base no conhecimento construido até aqui, iniciaremos agora o estudo do maior
objetivo deste trabalho, que relaciona os critérios de divisibilidade prima p onde 7 <p < 19
com o Binémio de Newton. Em seguida faremos algumas aplica¢des desses critérios para uma
maior fundamentacdo, com o objetivo de criar a curiosidade do leitor em busca de mais
conhecimento sobre o assunto abordado. As referéncias utilizadas neste capitulo foram
Domingues; lezzi et al. (2018), Milies (2001) e Lima (1998).

3.1 REPRESENTACAO DE UM NUMERO m € N NA BASE 10
Defini¢do 3.1. Dado um nimero m € N podemos expressar m na base 10 da seguinte forma:
m = 10"an + 10" an — 1 +--- +10al + a0

ou também na forma de somatorio, isto &,

m=(x+a)"=Y",10'a; =¥, 10q; + a,

Exemplo 3.1. Considere m = 1924 e facamos as seguintes divisdes sucessivas:
1924=192-10+4;192=19-10+2;19=1-10+9e1=0-10+1

Assim, temos:

1924 192 -10+4

= (19-10+2)-10+4
= 19-10°+2-10+4
= (1-10+9)-10°+2-10+4
1-10°+9-10°+2-10+4

Assim, obtemos a seguinte expressao:
1924=1-10+9-10+2-10+4 - 10°

Ou seja, expressamos 1924 como uma soma de multiplos de poténcias de 10, sendo o0s
coeficientes das poténcias exatamente os restos obtidos nas divisdes acima, 0s quais, nesse

caso, coincidem com os digitos que aparecem na representagdo do nimero 1924.
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3.2  CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE PARA p PRIMO COM 7<p< 19

Viabilizando verificar os critérios de divisibilidade de um namero natural m por p
primo com 7 < p < 19, utilizaremos fortemente o Bindmio de Newton para definir e

desenvolver os possiveis padrdes na construcao desses critérios.

Proposicéo 3.1. (Critério de Divisibilidade para p = 7).

Sejam = 10"an + 10" *ap-1 + --- + 10a1 + ap um ndmero natural. m ¢ divisivel por 7 se aop + 3az

+ 3%a,+ -+ + 3"ay € divisivel por 7.

Demonstracdo. Vamos utilizar o conhecimento do Bindmio de Newton e a representacdo na
base 10 para demonstrar esse critério. Para isto considere

n
m= Z 10'a; + a,
i=1

Note que m —ay = Y-, 10' a; = ¥ ,(7 + 3)‘a;. Dai,

( I m—ay=%",(7+ 3)a;
(7+3)a; + (7 +3)?%a, +-- +(7 + 3)"a,,.
Desenvolvendo cada soma temos

(7 +3)ar=T7a1+ 3a1

(7 +3)%a2=T7%a2+2 -7 - 3ax+ 3Pax=7 - (Taz + 6a2) + 3%az

(7+3)"a, = [7” + (711) 7.3 4+ (n f 1) 731+ 3"] a

(7 +3)ay = 7[7" ay + (1) 7 Ban + -+ (1) 3" a,] +3"ay,
_ n _ n _
Fazendo A, = ay, Ay= 7a, + 2 - 3@y, .., A,= 7" la, + (1) 7"23q, + -+ (n )3 e,

obtemos:
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o (7T+3)ar=7-A1+3a:

o (7 + 3)2322 7 A+ 328.2

o (7+3)an=7-A+3"an

Substituindo as somas desenvolvidas em (*) temos:

m—ay=Y",(7+3)q
= (7+3ar+ (7 +3)%2+ -+ (7+3) an

= TAi+3a1+ 7TAx+ 32az+ - + TAN+ 3a,
=  7-(Ac+Ax+ - +A)+3a1+ 3%+ - +3",
=  T7A+3a;+ 3%+ -+ + 3"an
Com A = A1+ A2+ --- + A, Portanto, m € divisivel por 7 se 3a, + 3%2a, +-- +3"a, + a, €

divisivel por 7. Na notacdo de somatorio teremos: m € divisivel por 7 se ¥, 3'a; + aq €

divisivel por 7.

Exemplo 3.2. Aplicaremos o teste para m = 1729. Para isto, temos ap=9,a1=2,a2=7e a3 =

1. Dai, verificando se m é divisivel por 7, temos:

3
ZBiai+ao=9+3-2+32-7+33-1=105

=1

Podemos continuar usando o critério agora para 105, onde ag=5, a1 = 0 e a2 = 1, obtendo:

2 ,3%ai+a0 3'-04+3%2-1+5=0+9+5=14

Como 14 é multiplo de 7, entdo o critério garante que 1729 é divisivel por 7.
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Exemplo 3.3. A seguir mostraremos que 1213 ndo é divisivel por 7. Sendo ap=3,a1=1, a>=
2 e az=1 temos:

?.3a;+ap=3"-1+32-2+3%-1+3=51

Podemos parar aqui pois, sabemos que 51 ndo é mdaltiplo de 7, e portanto, 1213 néo é divisivel
por 7.

Proposicado 3.2. (Critério de Divisibilidade para p = 11)
Sejam = 10"a, + 10" 1a,_; — 1 +-+ +10*a; + aoum ndmero natural. m é divisivel por

11se, ag + (—-1a; + (-1%a, + (-1)3a; -+ +(—1)"a,, é divisivel por 11.

Demonstracdo. A seguir demonstraremos o critério de divisibilidade para p = 11. Vamos

seguir a mesma ideia. Considere

n
m= ZlOi a; + a,
i=1

Note que m —ay = Y-, 10 q; = Y*, . Dai,

11+ (D) a
(11 + (-1))ay + (11 + (=1))ay + +(11 + (=1))"ay

Desenvolvendo cada soma temos:

e (I1+(-1)ai=1lai+(-Da

e (11+(-1))’az=11%+2 - 11 - (—Daz+ (-1)%a2=11 - (11a,— 2az) + (-1)%az



(11 + (=1))"a, (u" + (’l’)u"-l(—w +---+( "
T —

(11 + (=1))"a, = 11 - (| 1" lq + (’]’) 12— 1)y, + - -

19

)ll[—l}l”" + '{—l}'”) iy,
1 n '_|'.II 1 +
n—1 (=1 o

. H—=1)"ay,
fazendo
B, = ay, By = 1lay = 2ag, -+, B, = 11" 'a, 4 (;)11” H=1)a, + -
+< " )[—l}I"’ ‘a,

n—1 obtemos:

e (114 (-1)a1 11B; + (-Das

e (11+(-1)%a211B, + (—-1)%a

e (114 (-1)"as 11B, + (—1)"an
Substituindo as somas desenvolvidas em (**) temos:

m—iay = Z[]] +(=1))'a;
i=1
= (114 (=1a; + (11 + (=1)%as + - - - + (11 + (=1))"a,

118y + (—1)a; + 118y + (=1)ag + - -+ 118, + (=1)"a,,

= 11-(By+Ba+---+B,)+(=1lay + (=1Vas +--- + (—=1)"a,

= 11B + (-Dar+(—1%z+ - +(—1)"an

com B =B1+ B+ -+ + By, Portanto, m é divisivel por 11 se (—)ai+ (—1)%az+ -+ + (=1)"a,+

a, € divisivel por 11. Na notagdo de somatdrio teremos: m é divisivel por 11 se ¥ , 3'a; + a,

é divisivel por

Exemplo 3.4. Aplicaremos o teste para m = 4653. Para isto, temos ap=3,a:1=5,a2=6e a3 =

4. Dai,verificando se m é divisivel por 11, temos:
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o
Z'ﬁ Va;+ap=3+(=1)-5+ (=1 -6+(=-1)°-4=3-5+6—-4=0

i=1

Como 0 é multiplo de 11, entdo o critério garante que 4653 é divisivel porll.

Observacdo 3.1. O critério para p = 11 apresentado € 0 mesmo que aprendemos nos cursos de
Introducdo a Teoria do NUmeros na graduacédo e é caracterizado pela soma dos a;j com i par

subtraindo do a; com j impar, ou seja, m é divisivel por 11 se ap—ai+ a2—az+---+ (—1)"an.

Exemplo 3.5. A seguir mostraremos que 1465 ndo € divisivel por 11. Sendo ap=5, a1 =6, a
=4 e az=1temos:

3
Z(—l]f’u. tap=5—-6+4—1=2
i=1
Podemos parar aqui pois, sabemos que 2 ndo é multiplo de 11, e portanto, 1465 também néo é

divisivel por 11

Proposicéo 3.3. (Critério de Divisibilidade para p = 13)

Sejam = 10"a, + 10" ta,_, +--- +10%a, + a, um nimero natural. m € divisivel por 13 se
ap+ (—3)ta;+ (=3)2%a,+ - - - + (—3)"a,, é divisivel por 13

Demonstracdo. Dando sequéncia, vamos demonstrar o critério de divisibilidade para p = 13

seguindo a mesma ideia. Considerando

n
m= Zwi a; + ag
i=1

Segue que m —ay = Y, 10'a; =Y, . Dai,

(Dm —ay = ¥, (13 + (-3))' q,
(13 + (=3))ay + (13 + (=3))“ay + +(13 + (=3))"ay,

Desenvolvendo cada soma temos:

. (13 +(3))ar=13a:1+ (—3)as

o (13+(3))az=13%a+2 - 13 - (-3)az+ (-3)%a2=13 - (13a2— 6az) + (-3)%az



o (13+(=3)'an=

(13 + (-3))"a,
n
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=13(13" 2, + (7) 13"2(=3an + -+ (" ) (-3)"a,) + (-3)"a,

fazendo

C, = ay, Cy = 13ay — 6ag, -+, C,, = 13" 'a, 4 (’1’)13“ 2(~3)a,

| ( Tt )I HIIJJ Il"l'”
n—1 obtemos:

(13 4+ (=3))a1 13C; + (—3)a

(13 + (=3))%a2 13C;, + (—3)%a2

(13 4+ (=3))"an 13C, + (-3)"a

Substituindo as somas desenvolvidas em (***) temos:

m—iy = Z[lfi F(=3))a
i=1

(13 4+ (=3))a + (13 + (=3 %az + - - + (13 + (=3))"an,

= 13C, + (=3ay + 13C: 4+ (-3)az + --- + 13C, + (
13- (CL4+Co4+---4+C)+(—=3)ay + (=3 ag + -+ (=3)"a,
= 13C+ (=3)a; + (=3)%as + - - + (—3)"a,

com C = Cy+ Ca+ --- + Cq. Portanto, m é divisivel por 13 se (—3)a1+ (—3)%az+ -+ + (—3)"an +

ao é divisivel por 13. Na notag&o de somatorio teremos: m é divisivel por 13 se Y™ ,(—3)%a; +

a, é divisivel por 13.

Exemplo 3.6. Aplicaremos o teste para m = 1729. sendo assim, temosap=9, a1=2,a2=7€e a3

= 1. Dai,verificando se m é divisivel por 13, temos:
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a3
Z{'_;;]-'”J fag=94+(-3)-24+(-3*-T+(-3)* 1=9-6+63-27=239
Ll

Como 39 é multiplo de 13, entdo o critério garante que 1729 é divisivel por 13.

Exemplo 3.7. Considere agora, m = 1271 e vejamos se m € divisivel ou ndo por 13. Sendo ap
=l,a1=7,a2=2eaz=1temos:
3

Zfl—:i}'in,- +ag=1+(=3)-7T+(-32-24(-3)*1=1-214+18-27=-29

i=1

Podemos parar aqui pois, sabemos que -29 nao € maltiplo de 13, e portanto, 1271 também néo

é divisivel por 13.
Proposicéo 3.4. (Critério de Divisibilidade para p = 17)

Sejam = 10"a, + 10" ta,_, +-- +10%a, + a, um nimero natural. m € divisivel por 17 se

apg+ (=7)ta,+ (=7)%a,+ - - - + (—7)"a,, € divisivel por 17.

Demonstracdo. Vamos desenvolver agora a demonstracdo do critério de divisibilidade para

p = 17. Da mesma forma dos critérios j& feitos, consideremos

n
m= Zwi a; + ag
i=1

Segue que m —ay = Y, 10'a; =Y, . Dai,

(vym—ay = ’f=1(17 + (—7))i a;

(17 + (=7))ay + (17 + (=7)) ap +- +(17 + (7)) "ay,

Desenvolvendo cada soma temos:

(17 + (=7))ar=17a1+ (-7)as

(17 + (-7)Yaz=17%a2+2 - 17 - (-7)az+ (-7)%a2= 17 - (17a2— 14az) + (-7)%az

17+ (=7)"a, =
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(17 + (=7)"a,
=17 (17" a, + (’11) 17" 2(=7)a, + - + (n ") EDT ) + (-7,
fazendo
-'E']I = U, D! = ]-T”:.! 11”_’4 T DH = 17 ]“" | (”) " 2[ T:IHrI oo

1" R
| (=7 a,
n—1

obtemos:

(17 + (=7))a1 17D, + (-7a

(17 + (=7))?a2 17D, + (=7)%az

(17 + (=7))"an 17D, + (=7)"an

Substituindo as somas desenvolvidas em (*v) temos:

n

m—iy = Z[l? F{=T)) ay

=1

= (1T+(=T)ar + (17 + (=7))az +--- + (17 + (=7))"ay

= 17Dy + (=TNay + 17Ds + (=T)¥as + - -+ + 17D, + (=7)"a,
17- (D) + Do+ -4+ D)+ (=Tay + (=T ag + - + (=T)"a,,
= 17D+ (=Ta, + (=T as + - + (=7)"a,

com D = D1 + D2 + -+ + Dy Portanto, m é divisivel por 17 se (—=7)a; + (=7)%a, +--
+(—7)"a,, + a0 é divisivel por 17. Na notacdo de somatdrio teremos: m € divisivel por 17 se

n . (=7ta; + a, é divisivel por 17.
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Exemplo 3.8. Aplicaremos o teste para m = 1003. Sendo assim, temos ap=3,a1=0,a:=0¢
az= 1. Dai, verificando se m é divisivel por 17, temos:

3
S (=Tai+ag=3+(=T) 04 (=7 0+ (=7)* 1 =3 —0+0— 343 = —340

i=1

Podemos parar aqui pois, -340 é multiplo de 17, entdo o critério garante que 1003 €
divisivel por 17. Se caso continuassemos aplicando o critério achariamos no final o resultado -

34 que é maltiplo de 17.

Exemplo 3.9. Considere agora, m = 1701 e vejamos se m € divisivel ou ndo por 17. Sendo ag

=1 a1=0,a2=7eaz=1temos:

3
Z.{ NVai+ap=14+(-T)-0+ (-T2 - T+ (-7 1=1-0+343-343=1

i=1

Podemos parar aqui pois, sabemos que 1 ndo € multiplo de 17, e portanto, 1701 também néo é

divisivel por 17.

Proposicao 3.5. (Critério de Divisibilidade para p = 19).
Sejam = 10"a, + 10" ta,_, +--- +10%a, + a, um nimero natural. m € divisivel por 19 se

apg+ (=9)a;+ (=9)2%a,+ - - - + (—9)"a,, € divisivel por 19.

Demonstracéo. Finalmente, iremos desenvolver a demonstracdo do critério de divisibilidade

para p = 19. Assim, considere:

n
m= ZlOi a; + a,
i=1

Segue que m —ay = Y-, 10t q; =Y, . Dai,

Wm—ao =3¥",(19 + (=9))' a;

(19 + (=9))a, + (19 + (=9)) ap +- +(19 + (-9))"a,



Desenvolvendo cada soma temos:

(19 + (-9))a1=19a: + (-9)a:

(19 +(-9))%a,=19%%a,+2 - 19 - (-9)az+ (-9)%a2= 19 - (192, — 18a,) + (—9)%az

)
+(=9"an

Fazendo
E, = a, E; = 1943 — 18ay, ---, E, = 19" !a, + ('1“)19" H—a, + --- +

8
it

Tt )r—”:l” I_””
—1 obtemos:

(19 + (=9))a1 19D, + (—9a

(19 + (=9))?%a2 19D, + (—9)%az

(19 + (=9))"an 19D, + (—9)"an

Substituindo as somas desenvolvidas em (v) temos:

m—oap = ZL]U + (=9 a;
i=1
= 19+ (—=9))ar + (19 + (=9))%a2 + - -+ + (19 + (=9))"a,
= 19E, +(—9)a; + 19E; 4 [—HJ"’ug F---4+ 19E, + (—9)"a,
= 19-(Fh+FEs+--4+E,)+(-9a + f_—ﬂ:lzrrg + -+ (=9)"a,

= 19E + (=9a; + (—9%az + - - + (—=9)"a,,

25
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com E =E1+ Ez+ .-+ + En. Portanto, m é divisivel por 19 se (—9)a1 + (—9)%az+ -+~ + (—9)"an +
ao € divisivel por 19. Colocando na notacéo de somatdrio teremos: m € divisivel

por 19 se Y™, (—=7)%a; + ayé divisivel por 19.

Exemplo 3.10. Aplicaremos o teste para m = 1729. Sendo assim, temos ap=9,a1=2,a>=7¢

az = 1. Dai, verificando se m € divisivel por 19, temos:

a4
ZE—FJ]"H,- Fag=9+(-9)-2+ (=9 7T+ (-9)%.1=9— 18 + 567 — 720 = —171
i=1

Continuando com o nimero 171 pois se -171 for maltiplo de 19, seu mddulo também
sera, temosag=1,a1=7 e a>=1. Dai,
a
D (-9Yaitap=1+(-9)-T+ (-9 1=1-63+81=19
i=1
Portanto, 171 é multiplo de 19, o que garante que -171 também é multiplo de 19. Concluimos

assim, que 1729 é divisivel por 19.

Exemplo 3.11. Considere agora, m = 1701 e vejamos se m € divisivel ou ndo por 19. Sendo ap
=1 a1=0,a2=7eaz=1temos:
3
S (=9)ai+ap =1+ (~9) -0+ (=9)* - T+ (=9)? - 1 = 1 — 0+ 567 — 729 = —161
i=1
continuando com o numero 161 pois se -161 for multiplo de 19, seu médulo também sera,
temosap=1,a1=6 e a,=1. Dai,
a3
Zf—m"”, Fap=14(-9)-64+(-92%-1=1-54+81=28
i=1
Podemos notar que 28 ndo é mdaltiplo de 19 e concluimos assim que 161 também néo é, bem

como -161. Portanto, 1701 néo é divisivel por 19
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Diante do exposto foi possivel chegar ao objetivo principal desse trabalho, a saber, a
apresentacdo de um método de verificacdo para os critérios de divisibilidade, o qual nos
permitiu sabermos se m € Z, é divisivel por p, em particular, estudamos o intervalo dos primos
p, tais que 7 < p < 19. Embora os critérios de divisibilidade sejam estudados no ensino normal,
foi possivel apresentar um método, para valores que ndo séo abordados nos livros didaticos. A
partir do estudo do teorema binomial, conseguimos aplicar o bindmio de Newton nos critérios
de divisibilidade, e fazendo alguns testes conseguimos demonstrar que o critério é valido.

Por fim, foi possivel verificar que se m = Y™ ,(a + b)*a;um nimero inteiro positivo
escrito na base decimal, isto é,a+ b =10 com a=p, com p primo, 7 <p <19, m é divisivel
por a = p desde que,Y." , bla; + a,é divisivel por a =p.

Esperamos que esse trabalho possa ser usado como inspiracao para novos estudos nos
critérios de divisibilidade para p primos em outros intervalos maiores, como por exemplo, 23
< p <97, visto que o critério que abordamos funciona também, mais fica inviavel devido as

poténciasy™ , b'a; + a,ficarem cada vez maior que o niimero dado.
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