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RESUMO

Este trabalho consiste em apresentar métodos versateis para fatoracdo de polindmios. Nesse
sentido, serd exposta uma pequena historia da dlgebra, diversos personagens importantissi-
mos para a génese, evolucdo e manutengdo, a fim de tornar o mais singelo e compreensivel
as fatoracdes de polindmios, processo pelo qual utilizamos para fatorar um certo polindmio
p(x) = apz™ + a,_ 12" + - + apx® + ayx + 1o como um produto de fatores entre dois ou mais
polindmios. Dessa forma, abordaremos inicialmente os casos de fatoragdes mais conhecidas no
ensino bdsico e depois desenvolveremos os casos de fatoracdes especiais que serd o objetivo do
nosso trabalho. A partir dessas fatoracdes, serd desenvolvido trés tipos de fatoragdes os quais os
quais chamamos de critérios da Cruzadinha Simples, Dupla e Dupla Especial (Mista). Cada uma
delas serd usada como uma ferramenta fortissima para decompor polindmios em fatores de dois

ou mais polindmios, sem que precisamos recorrer ao cdlculo das raizes ou as fatoragdes basicas.

Palavras-chave: fatoracoes especiais; cruzadinha simples; cruzadinha dupla; cruzadinha dupla

especial.



ABSTRACT

This work consists of presenting versatile methods for factoring polynomials. In this sense,
a small history of algebra will be exposed, several very important characters for the genesis,
evolution and maintenance, in order to make the factorizations of polynomials as simple and
understandable as possible, a process by which we use to represent a certain polynomial p(x) =
A" + @y 12" 4+ axx® + a1 + 1 as a product of factors between two or more polynomials.
Therefore, we will initially address the most well-known factorization cases in basic education
and then develop the special factorization cases that will be the objective of our work. From these
factorizations, three factorization criteria will be developed, which are: Simple Cross, Double
Cross and Special Double Cross. Each of them will be used as a very strong tool to decompose
polynomials into factors of two or more polynomials, without having to resort to calculating the

roots or basic factorizations.

Keywords: special factorizations; simple crossword; double cross; special double cross.
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1 INTRODUCAO

A histdria da matematica € repleta por intimeras descobertas e avangos nas mais variadas
areas, e a fatoracdo e os produtos notdveis nao sdo uma excec¢do. Esses dois conceitos sao
os pilares para fundamentacdo do estudo da dlgebra vista hoje no ensino bésico e t€m raizes
que remontam a séculos atrds. E notdvel que diversos matematicos contribuiram com seus
trabalhos para esta famosa drea da matemadtica, conhecida como dlgebra, todavia, cabe citar nesta
introducdo aqueles que sdo indispensdveis para nosso estudo.

Os primeiros indicios das técnicas de fatoracdo utilizadas remontam aos tempos antigos,
quando os matematicos babildnicos ja as utilizavam para resolver problemas cotidianos que
envolviam equagdes quadriticas. Muitos textos babilonicos antigos mostram que resolver uma
equacdo quadratica na sua forma completa ndo constituia uma dificuldade para esse povo, tendo
em vista que tinham desenvolvido operacdes algébricas flexiveis, ou seja, conseguiam aplicar
sem problemas o principio da equivaléncia das equagdes, somavam ou multiplicavam ambos
os membros das equacdes por quantidades iguais com o intuito de remover fragdes ou eliminar
fatores. Boyer (1991, p.22) € enfético ao afirmar: “a solucio de equacdes quadraticas e cubicas
na Mesopotamia € um feito notdvel, admirdvel tanto pelo alto nivel de habilidade técnica quanto
pela maturidade e flexibilidade dos conceitos algébricos envolvidos”.

Por volta do século IIT a.C, o matematico grego Euclides instaura em sua obra “Os
Elementos” as principais bases ndo s6 da geometria plana, mas também para o estudo dos
produtos notdveis. Euclides foi o primeiro a utilizar na prética o conceito de fator comum a partir
da propriedade distributiva: ab+ac+ad = a- (b + ¢+ d) , fato que consta nos capitulos V e VII
de seu livro. O quadrado da soma de dois termos e a diferenca de quadrados aparecem de forma
evidente na proposi¢ao 3 e 4 do capitulo II nos “Os Elementos”, s6 que escritos em linguagem
geométrica da seguinte forma ‘“‘caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, o retangulo contido
pela reta toda e por um dos segmentos € igual a ambos, o retangulo contido pelos segmentos € o
quadrado sobre o predito segmento” e “Caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, o quadrado
sobre a reta toda € igual aos quadrados sobre os segmentos e também duas vezes o retangulo
contido pelos segmentos” que sdo maneiras “formais” para dizer que (a + b)2 = a® + 2ab + V?
ea? —b* = (a+0b)(a—Db).

O terceiro personagem que contribuiu de igual valor para o desenvolvimento da dlgebra foi
Al-Khwarizmi, no seu livro “Al-Jabr”, no qual introduz o conceito de dlgebra e apresenta vérias

técnicas de fatoracdo de polindmios que seriam fundamentais para o desenvolvimento desse
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campo posteriormente (Boyer, p.166). Problemas como quadrados e raizes iguais e nimeros,
quadrados e nimeros iguais a raizes e raizes e nimeros iguais a quadrados, que sdo descri¢cdes
para o processo de completar quadrados que abordamos hoje no ensino basico, foram descritos
nos capitulos IV, V e VI. Em “Al-Jabr” também encontramos operacdes com bindmios, descritos
no livro como (10 + 1) - (10 — 1) e (10 + z) - (10 — z).

Outros matematicos como Cardano, Fermat, Descartes, Euler e Gauss contribuiram de
igual modo na manutencao e estruturacdo da dlgebra como ela € hoje. Este trabalho seria muito
pequeno para descrever tamanha importancia das suas contribui¢des em poucas paginas. Dessa
forma, € necessdrio destacar a importancia dos métodos de fatoragdo no desenvolvimento da
matemadtica enquanto ciéncia e disciplina na educagdo bdsica. Neste trabalho de conclusdo
abordaremos nao s6 os casos elementares de fatoragdo vistos no ensino basico, mas também
apresentaremos novas técnicas de fatoracio o qual chamaremos de fatoracdes especiais as quais

sdo: cruzadinha simples, cruzadinha dupla e cruzadinha mista.
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2 FATORACOES ELEMENTARES

Neste capitulo, vamos abordar os casos elementares de produtos notaveis e fatoracdo
de polindbmios que sdo frequentemente ensinados no ensino bdsico. Esses conceitos sdo extre-
mamente tteis para simplificar expressdes e encontrar as raizes dos polindmios. Nesse sentido,
foram utilizadas as seguintes referéncias para compor este capitulo (Lima, 1998), (Paiva, 1999) e

(Dante, 2000).

Definicao 2.1. (Fatoracdo por agrupamento ou “Evidéncia”): O agrupamento ¢ um método pelo
qual simplificamos uma expressao algébrica, agrupando os termos semelhantes (termos comuns)

até obtermos a fatoracao desejada.
Exemplo 2.1. Fatore ax + by + bx + ay
Solucio:

ar +by+br+ay = axr+ay+br+ by
= a-(z+y) +b-(z+vy)

= (a+0b)(x+vy)
Exemplo 2.2. Fatore 12bx + 3by — 8z — 2y
Solucio:

12bx +3by —8x —2y = 3b-(4x+y) —2- (4z +y)

= (3b—2)- (4z +y)

Proposicao 2.1. (Quadrado da Soma e da Diferenca de Dois Termos): O quadrado da soma
de dois termos é igual ao quadrado do primeiro, mais ou menos o dobro do produto dos dois

termos, mais o quadrado do segundo termo.
(a£b)? = a® =+ 2ab + b?
Demonstragdo.

(a+b)? = (a£b)-(atb)

= a>+ab+ab+ b

Portanto, (a & b)* = a2 + 2ab + b O
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Exemplo 2.3. Efetue (2z + 3)°

Solucio:
(2043)° = (20)°+2-(20)- (3) + (3)°
= 42+ 122+9
1 1)\’
Exemplo 2.4. Efetue | — — —
r Yy
Solucio:
G-3) = () =)+ 6)
- == = -] =2 (=)-|=)+1-
v x r) \y y
1 2 1

Exemplo 2.5. Efetue (a” — 2")°
Solucio:
(@" =27 = (a™)"=2-(a"™)-(2") + (2)°
— a2m - 2n+1 ca™ 4 22n
— a2m . 2n+1am 4 22n
Proposicao 2.2. (Quadrado da Soma com trés termos): O quadrado da soma de trés termos é

igual a soma dos quadrados de cada um dos trés termos mais o dobro da soma dos produtos

tomados dois a dois.
(a+b+c)=a®>+ 0+ +2-(ab+ ac+ be)
Demonstragdo.
(a+b4+¢)? = (a+b+c)-(a+b+e)
= a®*+ab+ac+ab+b* +bc+ac+be+ ¢

= (a+b+c) = a®+b*+ + 2ab+ 2ac + 2be

= a®+ b0+ +2(ab+ ac+ be)
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Observacio 2.1. De modo andlogo terfamos que (a — b — ¢)* = a?+b*+c*+2- (be — ab — ac)

Proposicao 2.3. (Produto da Soma pela Diferenca): O produto da soma de dois termos pela

diferenca entre eles é igual ao quadrado do primeiro termo menos o quadrado do segundo termo.
(a+0b)-(a—0b)= a*— b
Demonstragdo.

(a+b)-(a—b) = a*—ab+ab— b

= a2 -0

]

Observacao 2.2. Podemos tomar esse caso e generalizar para um bindmio da soma pela diferenca

com poténcia (a™ + b") - (a™ — b") = a*™ — b*"

Proposicao 2.4. (Generalizacdo do produto da soma pela diferenca para uma poténcia n): O
produto da diferenca pela soma das poténcias de dois termos em progressdo geométrica é igual

a diferenca entre quadrados com a poténcia consecutiva.
(a—b)-(a+Db)-(a®+b%) (a*+bY) - ... (@ + ) =a®" —p""

Demonstragdo. Vamos considerar o primeiro membro da expressdo acima pela letra E, assim

E = (a=b)-(a+b)- (a®>+b°) (a"+b") - ... (a® + ")
= (a®=0%) - (@®+0b°) - (a*+0b") - ... (™ + ™)
= (a*=b") - (' +b") - ... (" +07")
= (@@= ...- (> + ™)
_ g
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Exemplo 2.6. Efetue

(z=2) (z+2)- (2% +4) ... (a7 +2°™)
Solucao:
E = (z-2)-(z+2)- (2 +4)-...- (2" +2°")
= (®—4) - (2®+4)-...- (2" +2°")
= (28 =16) - (z* +16) - ... (*" +27)
_ xzmﬂ _ 22*”“
Portanto, (z — 2) - (z +2) - (2% +4) - ... - (22" 4+ 227) = 2277 — 92"

Proposicao 2.5. (Identidades de Stevin para Dois Termos):
a) Produto entre dois binomios soma
(x+a) (x+b)= 22+ (a+b)z+ ab
Demonstragdo.

(x+a)-(x+b) = 2°+br+ax+ab

= 22+ (a+b)x+ab

b) Produto entre um binomio soma e um binémio diferenca
(x+a) (x—0)= 2>+ (a—0b)x —ab
Demonstragdo.

(x+a) - (x—0b) = 2°—br+ar—ab

= 22+ (a—b)x —ab
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c) Produto entre dois binémios diferenca
(x—a) - (x—0)= 2> (a+b)xz+ab
Demonstragdo.

(x—a) - (x—b) = 2*—br—ar+ab

= 2*—(a+b)x+ab

Exemplo 2.7. Efetue (x + 2) - (z + 3)

Solucao:

(x4+2)-(z+3) = 22+ (2+3)z+2-3
= 22 +55+6
Exemplo 2.8. Efetue (z — abc) - (x — bed)

Solucio:
(x —abc) - (x —bed) = 2* — (abc+ bed) x + abe - bed
= 2% — (a +d) bex + ab*c*d
Observacao 2.3. Verifica-se que as generaliza¢des proposi¢des vistas acima sao dadas por
(2™ +a) - (2™ +b) = 27 + (a + b) 2™ + ab
(z™ 4 a) - (2™ —b) = 2*™ + (a — b) 2™ — ab
(2™ —a) - (2™ —b) = 2*™ — (a + b) 2™ + ab

Proposicao 2.6. (Cubo da Soma de Dois Termos): O cubo da soma de dois termos é igual ao
primeiro termo elevado ao cubo mais trés vezes o primeiro termo elevado ao quadrado vezes o
segundo termo, mais trés vezes o primeiro termo vezes o segundo termo elevado ao quadrado,

mais o segundo termo elevado ao cubo.

(a+b)* = a® + 3a2b + 3ab® + b®
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Demonstragdo.
(a+b)° = (a+b)’ (a+b)
= (a®*+2ab+b%) - (a+b)
= a®+2a’b+ ab® + a’b + 2ab® + b’
= a®>+3a’b +3ab® + 1°
O
Observacao 2.4. De modo andlogo, fariamos para o cubo da diferenca de dois termos cuja
identidade seria (a — b)® = a® — 3a2b + 3ab* — b
Exemplo 2.9. Efetue (3z + 2)°
Solucao:
(3z+2)° = (32)°+3-(32)*-2+3-3z-224+2°
= 272" + 54a® + 36z + 8
Exemplo 2.10. Efetue (z — 2)°
Solucio:
(z—2)° = 2°—3-22.243.2.22 -2
= 22— 622+ 122 -8
Proposicao 2.7. (Identidades de Cauchy para soma e para diferenca): Trata-se de escrever

o cubo da soma ou diferenca de um niimero de modo mais comodo, é chamada identidade de

Cauchy.
(a+b)?=a+b+3ab-(a+b)e(a—b)°=a>—b—3ab-(a—b)
Demonstragdo.

(a+b)° = a®+3a®+ 3ab® + b

= @ +b*+3ab(a+0b)

(a—b)?° = a®—3ab+ 3ab® —

= a®>— b —3ab(a—1D)



Exemplo 2.11. Desenvolva (m + 10)*

Solucio: Podemos escrever

(m +10)? m? +10° +3-m - 10 - (m + 10)
= m?®+ 1000 + 30m (m + 10)

= m?>+ 30m? + 300m + 1000

Proposicao 2.8. (A soma de dois cubos):
a® + b = (a+b) (a® — ab + b?)

Demonstragdo.

3

a®+ b +3a%b+3ab® = (a+D

(a +b)

a®+0® = (a+b)® —3d®b — 3ab?

(a+b)* —3ab- (a+D)

= (a+b)[(a+b)* - 3ad]

(a+0b)- (a®+ 2ab+ b* — 3ab)
(a+0)-

a+b ( —ab+ bz)

Observacao 2.5. De modo andlogo terfamos que a® — b> = (a — b) - (a® + ab + b?)
Exemplo 2.12. Desenvolva 23 — 833

Solucao:

=8yt = (2)°—(2)°

= (x—2y)- (x2 + 2zy + 4y2)

17
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3 FATORACOES ESPECIAIS

Neste capitulo, serdo abordados os principais métodos de fatorag@o especial conhecidos
como cruzadinha simples, cruzadinha dupla e cruzadinha dupla especial. Essas técnicas de
fatoracdo sao ferramentas fortissimas que usam soma e produto para encontrar os bindmios
e trindmios que sdo fatores de um polindmio. As referéncias utilizadas neste capitulo foram

(Aratjo, 2022) e (Sabbatino, 2021).
1. Cruzadinha Simples

Esse método € ttil para fatorar uma expressao algébrica do segundo grau em = de uma
forma mais simples sem recorrer ao calculos das raizes do polindmio. A forma geral que temos

para uma cruzadinha simples sdo

e Uma varidvel simples: p(x) = Az? + Bx + C

 Uma variével generalizada: p(z) = Az*™ + Ba™ + C

e Duas varidveis simples: p(z) = Az? + Bx -y + Cy?

e Duas varidveis generalizadas: p(x) = Az*™ + Bx™ - y" + Cy*"

Para fatorar esses tipos de polindmios precisamos realizar trés passos:

Passo 1: Decompor as duas extremidades do polindmio em mondmios, cujos coeficientes
sdo divisores naturais dos coeficientes extremos.

Passo 2: Multiplica-se em cruz os mondmios decompostos de modo que o resultado seja
o termo central do polindémio.

Passo 3: Cada linha forma um fator

Para observar melhor a aplicacdo desta técnica de fatoragdo observe a figura seguir o método

referente a cruzadinha simples:



a) Uma varidvel simples:

Figura 1 — Cruzadinha simples

Ax? 4+ Bx 4+ C
a1.r ' Cq
>
i
C2

ao.xr

Fonte: O autor (2023).
A operagdo (a1x) - (co) + (azx) - (¢1) deve resultar no termo central Bz, ou seja,
(a12) - (c2) + (a27) - (¢1) = Bx

b) Uma varidvel generalizada:

Figura 2 — Uma varidvel generalizada

Az?™ + Bx" + C

a1x"” c1

e
P

Qo™ o

Fonte: O autor (2023).
A operagdo (a12") - (c2) + (azz™) - (¢1) deve resultar no termo central Bz™, ou seja,

(a1z") - (c2) + (agx™) - (¢1) = Ba"

19
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Figura 3 — Duas varidveis simples

Az? + Bzy + Cy?

1T ' c1yY
%\
i

T 21

Fonte: O autor (2023).

c¢) Duas Varidveis Simples

A operagdo (a1x) - (coy) + (azx) - (c1y) deve resultar no termo central Bzxy, ou seja,

(a1z) - (c2y) + (azx) - (c1y) = By

d) Duas Variaveis Generalizadas

Figura 4 — Duas varidveis generalizadas

Aﬂ,;Qﬂ_I_B:ﬂTLyﬂ'L_I_C_szH

s P i ‘ iy
\/‘
/

azx™ 57 M

Fonte: O autor (2023).
A operagdo (a;x™) - (coy™) + (a2z™) - (c1y™) deve resultar no termo central Bx"y™, ou seja,
(a12") - (cay™) + (a2™) - (c1y”) = Ba"y™

A seguir vamos apresentar os exemplos sobre fatoracdes especiais.



Exemplo 3.1. Fatore 622 + 72 + 2

Solugdo: Vamos seguir o passo a passo

21

Passo 1: Perceba que os divisores naturais de 2 sdo 1 e 2, entdo eles serdo os extremos da

direita, colocaremos os divisores positivos, caso ndo dé o termo central, colocaremos os divisores

negativos. Para os extremos da direita temos as combinagdes (1 e 6); (2e3); (3e2); (6e 1).

Passo 2: Agora, vamos efetuar os produtos e somar os resultados

6z + Tx + 2
T 1
%
7N
b 2

r-2=2rebxr-1=6tr
Soma = 27 | fr = Rr

Jr-2=6zxc2x-1=2r

Soma = 6x + 2r = 8x

62+ Tz + 2
2 1
%
N
aT P

2r-2=4dre dz-1=3r

Soma = 4z + 3r = Tr

b 1
X
T / 2

br-2=12zcxz-1==x

Soma = 12x +x = 13x

Passo 3: Note que a segunda combinagao resulta no termo central. Assim, temos a linha "2 e 1"e

"3 2", ouseja, 622 + Tr + 2 = (22 + 1)(3x + 2).
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Exemplo 3.2. Fatore 22 + 2 — 2

Solu¢do: Vamos resolver o passo a passo
Passo 1: Perceba que os divisores naturais de 2 sdo 1 e 2, entdo eles serdo os extremos da direita.
Para os extremos da esquerda temos somente a combinacdo (1 e 1).

Passo 2: Vamos efetuar os produtos, notando que ele € negativo e somar os resultados:

24 —2

T —1
yd

xT

r-2=2rex-(—1)=—x

Soma = 2r —xr ==

Passo 3: Assim, a combinacdo do termo central serd "1 e —1"e "1 e 2", ou seja,
4w —2=(r—1)(r+2)
Exemplo 3.3. Fatore 2% + 123" + 11

Solu¢ao: Vamos seguir o passo a passo

Passo 1: Note que os divisores naturais de 11 sdo 1 e 11, entdo teremos a combinacao da direita
(1 e11).J4 para a esquerda temos (1 e 1).

Passo 2: Vamos efetuar os produtos, notando que ele € positivo, € conveniente usar os termos

positivos devido ao fato do termo central ser positivo:

25" 4 1249 4+ 11
.' J’ng’ / 1
‘ ¥
3 11

:L_d-n .11 = 11._1),31'1. o :[.‘3-;-.:_. 1 = ."I,TA'H
Soma = 113" 4 2910 — 19431
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Passo 3: Assim, as linhas "1 e 1"e "1 e 11" formam os fatores, ou seja,
2 412237 + 11 = (2% + 1) (2®" + 11)
Exemplo 3.4. Fatore 2™ — 22™y" — 15y*"

Solugdo: Vamos seguir o passo a passo
Passo 1: Note que os divisores naturais de 15 sao 1, 3, 5 e 15, entdo temos as combinac¢des da
direita (1 e 15); (3e5); (5e 3); (15e 1). Para a esquerda temos (1 e 1).

Passo 2: Vamos efetuar os produtos, notando que ele € negativo, e somar os resultados:

m?m o z:r:myn . lﬁyzn

b (=
I —._]'LII'
.-r:ﬂ'.'. J_;Iyn
m . :.}yn _ :‘}.J‘:myn o . [_ﬁyn} _ _5:r:myn
Sl’.]l’l’l:i — H.J‘:myn . 5.1‘:?-"-"'3;” _ _z:i:myn

Passo 3: Logo, as linhas "1 e —5"e "1 e 3" formam os fatores, ou seja,
2. Cruzadinha Dupla

Esse critério de fatoragdo € uma ferramenta fortissima que usa soma e produto para
encontrar os trindmios que serdo os fatores de um polindmio. A forma geral, para que tenhamos

uma cruzadinha dupla é:
e Duas variaveis simples: p(v) = Az? + Boy + Cy* + Dz + Ey + F
e Duas varidveis generalizadas: p(x) = Az*" + Bx"y™ + Cy*™ + Da" + Ey™ + F

Para fatora-la, vamos realizar quatro passos:
Passo 1: Aplica-se a cruzadinha simples para o trindmio Az? + Bxy + Cy>.

Passo 2: Aplica-se a cruzadinha simples para o trindmio Cy> + Ey + F.
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Passo 3: Aplica-se a cruzadinha simples para os extremos, para a verificacdo do termo
Dz, nao utilizado.

Passo 4: Cada linha forma um fator

Observacao 3.1. O grau das partes literais do polindmio a ser fatorado deve ser colocado em

ordem decrescente. Se faltar algum termo, devemos completar com zeros.

Veja o esquema abaixo:

Duas variaveis simples

Figura 5 — Cruzadinha dupla duas varidveis simples

Az? + Bzy + Cy* + Dz 4 ,fify b F
ayxr LClY vJ1
(12T “eoy A1y

Fonte: O autor (2023).
A operagdo (aix) - (cay) + (azx) - (¢1y) deve resultar no termo central Bxy, ou seja,

(a12) - (c2y) + (a2z) - (c1y) = By

A operac@do (cay) - (f1) + (1) - (f2) deve resultar no termo central E'y, ou seja,

(cy) - (f1) + (cry) - (f2) = By

A operagido (aix) - (f2) + (agz) - (f1) deve resultar no termo central Dz, ou seja,

(1) - (f2) + (agz) - (f1) = Dx



Figura 6 — Cruzadinha dupla duas varidveis simples

Az + Bzy+ Cy? + Dx+ Ey+ F
-

a1 v /1

1. 2 fo

Fonte: O autor (2023).

Duas variaveis Generalizadas

Figura 7 — Cruzadinha dupla duas varidveis generalizadas
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Az*" + B .-;f;um +Cy*™ + Dz + Ey™ + F
-

ay’ JC1Y v/

axx” Acay™. 32

Fonte: O autor (2023).

A operagdo (a12™) - (coy™) + (azx™) - (c1y™) deve resultar no termo central Bz"y™, ou seja,

(a12") - (c2y™) + (ag2") - (1y™) = Ba"y™
A operagdo (c1y™) - (f2) + (c2y™) - (f1) deve resultar no termo central Ey™, ou seja,

(cry™) - (f2) + (cy™) - (fr) = Ey™



Figura 8 — Cruzadinha dupla duas varidveis generalizadas
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Az?® + Bz®y™ + Cy*™ + Q.;'” + Ey™+ F

ayr' ¥ f1

a9 - “fg

Fonte: O autor (2023).
A operacdo (a12™) - (f2) + (aga™) - (f1) deve resultar no termo central Dz™, ou seja,
(a12") - (f2) + (ag2") - (f1) = D"
Exemplo 3.5. Fatore 2> — 4zy + 4y? + 3x — 6y

Solu¢do: Vamos resolver o passo a passo

Passo 1: Aplica-se cruzadinha simples para o trindmio z2 — 4xy + 4y°.

x? — day + 4y

x-(—2y) = 2xyex-(—2y) = 2uy
Soma = —2xy — 2xy = —4dxy
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Passo 2: Aplica-se cruzadinha simples para o trindmio 4y — 6y + 0:

dy® — 6y + 0
2y i}

Xi
e
2y 3

2y-3=-6ye 2y-0=10
Soma = —6y + 0= 6y

Passo 3: Aplica-se cruzadinha simples para os extremos para verificagdo do termo 3z, ndo

utilizado:

24+ 3r+0

T 0
\/\
/ .

T 3

3-xr=3xzcx-0=0

Soma = 3z + 0 = 3z

Passo 4: Cada linha forma um fator:

r? — dzy + 4y* + 3z — 6y + 0

T —2y () <9 Linha1

X

T —2y 3 <2 Linha?

Portanto, 2% — 4xy + 4y* + 3z — 6y = (x — 2y)(x — 2y + 3)



Exemplo 3.6. Fatore 2% 4 172%y% 4+ 21y* + 822 4+ y?> — 10

Solu¢do: Vamos resolver o passo a passo

Passo 1: Aplica-se cruzadinha simples para o trindmio 2z* 4 17z%y? 4 21y*.

224 4+ 172%y% + 21y*

212 32

202 - Ty? = 142292 ¢ 22 - 3y? = 32292
Soma = 14z2y? + 32%y? = 172%y>

Passo 2: Aplica-se cruzadinha simples para o trindmio 21y* + y2 — 10.

21yt + 4% — 10
32 —2
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Passo 3: Aplica-se cruzadinha simples para os extremos para verificacdo do termo 8x2, ndo

utilizado:

204 + 822 — 10

22 —2
/
V'
x2 3
222 .5 = 1022 ¢ 22 - (-2) = —222

Soma = 1012 — 222 = 82

Passo 4: Cada linha forma um fator:

224 + 172%y% + 21y* + 822 + % — 10

22 3 —92 <9 Linhat

2 7'3';2 5 < Linha 2

Portanto, 2z + 172%y% + 21y* + 822 + ¢y — 10 = (222 + 3y* — 2)(2? + Ty* +5).
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3. Cruzadinha Dupla Especial ou Mista

Nesse critério de fatoracdo denominado de "cruzadinha dupla especial"aprenderemos a
fatorar polindmios de quarto grau e usaremos também as fatoragdes anteriores, porém com uma

pequena diferenca. A forma geral para que tenhamos uma "cruzadinha dupla especial"é:

 Uma variével simples: p(z) = Az* + Ba® + Ca? + Dx + E

 Uma varidvel generalizada: p(z) = Axz'™ + Bz + Cx®*™ + Da™ + E

Para fatora-la, vamos realizar quatro passos a seguir:

Passo 1: Aplica-se a cruzadinha simples para os coeficientes extremos. Nessa aplicacao
j& vamos contabilizar o termo central.

Passo 2: Fazemos a diferenca entre o termo central e o resultado j4 contabilizado do
Passo 1.

Passo 3: Aplica-se cruzadinha simples com o resultado do Passo 02 para verificagdo dos
termos ainda ndo utilizados.

Passo 4: Cada linha forma um fator

Observacao 3.2. Sempre deve ser colocar o polindmio a ser fatorado em ordem decrescente de

expoente. Se faltar algum termo, devemos completar com zeros.
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Veja o esquema a seguir:

Uma Variavel Simples

Figura 9 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel simples

'A;c4+Ba:3+Ca:-2+Daz+E

a1xr €1

ang €9

(3]

— R2% = C2? — (a12% - €2 + asx

.f:l)

Fonte: O autor (2023).

Figura 10 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel simples

Ax* + Bx? + Rx? + Dxr + E

a2x2 roX €92

Fonte: O autor (2023).
A operagdo (a;7?) - (e3) + (azz?) - (e1) deve resultar no termo central C'z?, ou seja,
(@12?) - (e2) + (a22?) - (1) = C®

A operagdo Rr? = Cz? — (a12% - e5 + apx? - €1) deve resultar no termo central de referéncia

para a cruzadinha simples.



A operagdo (a;7?)(rox) + (agz?)(riz) deve resultar no termo central Bz, ou seja,
(a12%)(rox) + (ag2®)(riz) = Ba®
A operacdo (rox) - €1 + (1) - e2 deve resultar no termo Dx, ou seja,
(rox) - e + (riz) - eo = Dx

Uma Variavel Generalizada

Figura 11 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel generalizada
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Axi™m + Ba3m 4+ Cx?™ + D™ + E
et | “l
aox>m €9

L, R.L,2m — C:EZm _ ((1-1.?,‘2"” e9 + agm2m . 91)

Fonte: O autor (2023).

Figura 12 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel generalizada

T,4m—|—B’3m—|—RCL2m—I—D -m B

a1z’ >I< rix’™ >|<
rox'

Fonte: O autor (2023).

A operagdo (a;7%™)(e3) + (aoz®™)(e1) deve resultar no termo central Cz*™, ou seja,

(a12°™)(eg) + (azx®™)(ey) = Cz*™
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A operagdo Rx*™ = Ca®™ — (a;2*™ - eg + ayx®™ - e1) serd o termo central de referéncia para a

cruzadinha simples.

A operagdo (a;x?™) - (rox™) + (agz®™) - (riz™) deve resultar no termo central Bz*™, ou seja,
(a12°™) - (roz™) + (agz®™) - (riz™) = Bx®™
A operag@o (roz™) - e1 + (r12™) - es deve resultar no termo Dz™, ou seja,
(roz™) - €1 + (r12™) - eg = Da™
Exemplo 3.7. Fatore x* — 623 + 522 + 42 — 4

Solucio: Vamos resolver o passo a passo

Passo 1: Aplica-se cruzadinha simples para os coeficientes extremos. Nessa aplicacdo ja iremos

contabilizar uma parte do termo central.

Passo 2: Fazemos a diferenga entre o termo central e o resultado ja contabilizado no Passo 1.

Figura 13 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel simples

xd 63 L 52 L4 — 4
.2 | _1

— Ra? =522 — [22 - 1422 (—4)]
Ra? = 522 4 322
Ra? = 822

Fonte: O autor (2023).

Passo 3: Aplica-se cruzadinha simples com o resultado do Passo 2 para a verificagdo dos termos
ainda ndo utilizados:

Passo 4: Cada linha forma um fator, ou seja,

ot —62° + 5% +4dr — 4 = (2° — 4o — 4)(2* — 22 + 1)
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Figura 14 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel simples

xd — 6x% +8x2 + 4 — 4
72 —Ax —4 <« Linha 1

2 —2x 1 < Linha 2

Fonte: O autor (2023).

Exemplo 3.8. Fatore x* — 223 — 1122 + 182 + 18

Solu¢do: Vamos resolver o passo a passo
Passo 1: Aplica-se cruzadinha simples para os coeficientes extremos. Nessa aplicagao ja iremos
contabilizar uma parte do termo central.

Passo 2: Fazemos a diferenca entre o termo central e o resultado ja contabilizado no Passo 1.

Figura 15 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel simples

2t — 223 — 1122 + 182 + 18

72 —9

12 >< —2

—> Ra? = —112% — [22 - (=2) + 2% - (-9)]
Rz? = —1122 + 1122
Rz? = 02?

Fonte: O autor (2023).
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Passo 3: Aplica-se cruzadinha simples com o resultado do Passo 2 para a verificagdo dos termos

ainda ndo utilizados:

Figura 16 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel simples

4 — 203 4022 4+ 182 + 18

2 >|< Ox >|< —9 < Linha 1
72 —2x —9

< Linha 2
Fonte: O autor (2023).

Passo 4: Cada linha forma um fator, ou seja,
ot —22% — 112 + 182 + 18 = (2* — 9)(2* — 22 — 2)

Vamos resolver uma questao do ITA, (Instituto Tecnolégico da Aerondutica), utilizando Cruza-
dinha Dupla Especial (Mista) e Cruzadinha Simples para fatorar um polindmio do quarto grau.
Nesse sentido, vamos verificar um pouco da aplicabilidade do método em uma questdo de um

exame de selecdo, como também averiguar a eficdcia diante das fatoracdes mais elementares.

Exemplo 3.9. (ITA - 2011) - Com respeito a equagio polinomial 22* — 323 — 322 + 6x —2 = 0

€ correto afirmar que

a) Todas as raizes estio em Q.

b) Uma tnica raiz estd em Z e as demais estdo em Q \ Z.

c¢) Duas raizes estdo em (Q e as demais t€m parte imagindria ndo-nula.

d) Nao é divisivel por 2x — 1.

e) Uma dnica raiz estd em Q \ Z e pelo menos uma das demais estd em R \ Q

Soluc¢ao: Vamos resolver o passo a passo
Passo 1: Aplica-se cruzadinha simples para os coeficientes extremos. Nessa aplicacdo ja iremos
contabilizar uma parte do termo central.

Passo 2: Fazemos a diferencga entre o termo central e o resultado j4 contabilizado no Passo 1.
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Figura 17 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel simples

204 — 323 — 322 4 62

22
2

—2=0

1

—[22% (=2) + 27 - 1]

Fonte: O autor (2023).

Figura 18 — Cruzadinha dupla especial ou mista uma varidvel simples

X >I< Ox >I<—12

—3x

2:124—3:133+0:1:2—|—633—2:O

< Linha 1
< Linha 2

Fonte: O autor (2023).

Passo 3: Aplica-se cruzadinha simples com o resultado do Passo 2 para a verificagdo dos termos

ainda ndo utilizados:
Passo 4: Temos o seguinte resultado
20" — 3% — 32® + 67 — 2

(2* —2) - (22* — 32+ 1)

Passo 5: Aplicando diferenca de quadrados em (x? — 2) =

(z —



Passo 6: Vamos aplicar cruzadinha simples no termo 222 — 3z + 1

Ou seja,

202 —3r+1
2 —1
K

pd
T —1

20-(—-1)= 2zcxz-(—-1)=—x
Soma = —2r —x = 31

20 —32% —32* + 62— 2 =
(22 —2) - (2* =3z +1) =
(r—V2) - (z+V2)- 2z —1)-(x —1)

0
0

37

1
Portanto, as raizes do polinémio 22* — 323 — 322 + 62 — 2 = 0 sdo dadas por: S = {i\/ﬁ, 3 1}

e, alternativa correta € a letra E.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Os métodos de fatoracdo especial, incluindo a cruzadinha simples, dupla e dupla especial,
demonstram uma eficicia notdvel na resolucao de problemas de fatoragcdo em comparacao com
os métodos tradicionais. A abordagem inovadora dessas técnicas proporciona uma maneira mais
simples e direcionada de decompor expressoes algébricas complexas, resultando em solugdes
mais eficientes e rapidas.

Comparativamente, quando contrastado com métodos de fatoracdo tradicionais, os mé-
todos das cruzadinhas apresentam uma vantagem em termos de efici€éncia e simplicidade. A
abordagem direta e estruturada dessas técnicas permite aos estudantes resolverem problemas de
fatoracdo de maneira mais intuitiva, economizando tempo e reduzindo a probabilidade de erros.

Assim, considerando a eficidcia demonstrada e a praticidade oferecida, os métodos de
fatoracdo com cruzadinha simples, dupla e dupla especial emergem como ferramentas fortemente
valiosas em relagdo aos métodos tradicionais, destacando-se como uma abordagem efetiva na
resolucao de problemas algébricos mais complexos.

Vale ressaltar também que esses métodos podem ser usado em problemas que aparecem

em olimpiadas de matemética, bem como nos vestibulares do ITA e IME.
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