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RESUMO

O estudo das sequéncias numéricas enfrenta desafios que impactam diretamente o desenvol-
vimento do raciocinio légico, especialmente na visualizacdo de padrdes. Os alunos sdo con-
vidados a pensar e investigar formas de resolver problemas, deduzir férmulas, generalizar e
analisar propriedades. A elaboracdo deste trabalho foi motivada pela competéncia especifica 5
de Matematica e suas Tecnologias, bem como pela habilidade EM13MATS507 da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), que aborda o estudo das relagdes entre a progressdo aritmética e
a funcdo afim. Assim, dando continuidade ao estudo das conexdes entre fungdes polinomiais e
sequéncias de nimeros reais, esta monografia tem como principal objetivo responder as seguin-
tes perguntas: qual € a sequéncia de nlimeros reais que se relaciona com a fun¢do quadratica?
Qual € a relagdo entre fungdes polinomiais e progressdes aritméticas? As respostas a essas per-

guntas culminam na demonstrac¢do dos teoremas de caracterizagao.

Palavras-chave: sequéncias; progressao aritmética; fun¢ao



ABSTRACT

The study of numerical sequences faces challenges that directly impact the development of log-
ical reasoning, especially in visualizing patterns. Students are encouraged to think and investi-
gate ways to solve problems, deduce formulas, generalize, and analyze properties. The prepa-
ration of this work was motivated by the specific competence 5 in Mathematics and its Tech-
nologies, as well as skill EM13MATS507 from the National Common Curricular Base (BNCC),
which addresses the study of the relationships between arithmetic progression and linear func-
tions. Thus, continuing the exploration of the connections between polynomial functions and
sequences of real numbers, this monograph aims primarily to answer the following questions:
What is the sequence of real numbers that relates to the quadratic function? What is the relation-
ship between polynomial functions and arithmetic progressions? The answers to these questions

culminate in the demonstration of characterization theorems.

Keywords: sequences; arithmetic progression; function
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar as relacdes entre as progressoes
aritméticas e as fungdes polinomiais. A relagdo entre a fungdo afim e a progressdo aritmética,
por exemplo, é mencionada na competéncia especifica 5, mais especificamente, na habilidade
EM13MATS507 da Base Nacional Comum Curricular - "Identificar e associar sequéncias numé-
ricas (PA) a funcdes afins de dominios discretos para andlise de propriedades, incluindo dedugao
de algumas férmulas e resolucdo de problemas"(Brasil, 2018, p. 534).

Essa habilidade e o conhecimento adquirido nas aulas do PROFMAT motivaram-me a
pensar se existe alguma sequéncia de nimeros reais que se relaciona com a fun¢do quadratica
ou, ainda, se essa ideia pode ser generalizada. Isto €, dada uma fun¢do polinomial de ordem
n, pode-se relacionar essa funcdo com uma sequéncia de ndmeros reais? A resposta para essas
perguntas € sim! No caso da funcdo quadratica, abordaremos a relacdo dessa fungdo com a pro-
gressdo aritmética de segunda ordem e, generalizando, mostraremos que uma funcao polinomial
de ordem n pode ser relacionada com uma progressao aritmética de ordem n. Em resumo, um

dos objetivos deste trabalho € provar os seguintes resultados:

- Uma funcdo € afim se, e somente se, transforma toda progressao aritmética em uma pro-

gressdo aritmética.

- Uma funcgido € quadrética se, e somente se, transforma toda progressao aritmética em uma

progressdo aritmética de segunda ordem.

- Uma sequéncia € uma progressao aritmética de ordem k se, e somente se, seu termo geral

€ um polindmio de grau k em n.

Portanto, como as fun¢des podem ser aplicadas em outras dreas do conhecimento e podem ser
relacionadas a outros contetidos dentro da propria Matematica, este trabalho proporciona ao lei-
tor, ao se deparar com problemas que envolvem fung¢des, a oportunidade de pensar ou investigar
uma outra forma de solug@o para esses problemas, baseada nas progressdes aritméticas.

No que se refere a organizagao do trabalho:

- No Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos e resultados preliminares, necessarios para

o entendimento da dissertacao.

- Nos Capitulos 3 e 4, desenvolvemos os contetidos de progressao aritmética de primeira
e segunda ordem, relacionando-os com as funcdes afim e quadratica, respectivamente.
Além disso, no Capitulo 4, apresentamos um teorema de caracterizacdo da fungdo qua-
drética, mostrando que uma fung¢do € quadrética se, e somente se, a imagem de toda pro-
gressdo aritmética, por uma funcdo quadratica, for uma progressao aritmética de segunda

ordem.



- Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos alguns exemplos e aplica¢cdes da relacdo entre a

fun¢do quadrética e a progressao aritmética de segunda ordem.
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2 DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

2.1 Sequéncias numéricas

Neste capitulo, abordaremos o conceito de sequéncias numéricas, pois queremos relaci-
onar sequéncias com fungdes polinomiais. Esse conceito € indispensavel para o entendimento
do trabalho. O leitor deve estar habituado as noc¢des basicas de conjuntos numéricos e funcdes

reais.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcio x : N — R que associa a cada
nimero natural n um ndmero real x(n). Para cada n € N, a sua imagem x(n) por x serd repre-
sentada por x,. Escreveremos (x,),en ou (x1, x2, ..., X, ...) para representar a sequéncia x
(Lima, 2013).

Uma sequéncia notdvel que pode ser citada como exemplo € a sequéncia de Fibonacci,
em homenagem ao matematico italiano Leonardo de Pisa (1170-1250). Essa sequéncia aparece
em seu livro Liber Abaci e esté relacionada com a contagem de casais de coelhos, da seguinte
forma:

O problema dos coelhos de Leonardo de Pisa pode ser apresentado da seguinte maneira:
supondo que os coelhos tenham vida eterna e que cada casal de coelho gere um novo casal a
partir do segundo més de vida, esse casal também dard origem a um novo par, € assim sucessi-

vamente, de més em més. Vejamos:

i) No 1° més, temos um casal de coelhos que chamamos de Cj.
ii) No 2° més, o casal C; acasala. Continuamos com 1 par de coelhos.
iii) No 3° més, C; gera um par de coelhos C, e passamos a contar com dois casais nesse mes.

iv) No 4° més, temos 3 pares, sendo o novo casal uma cria de Cy. Passamos, assim, a ter os

casais Cy, C; e Cs.

v) No 5°més, temos, além da cria de C;, uma cria de C;. Entao, ficamos com 5 casais de coelho:
C1,,C3,C4eCs.

vi) No 6° més, além das crias de C; e C,, temos uma cria de C; e entdo contamos com 8 casais:
C1, (2, G5, Gy, Cs, Cg, C7 € Cg.

vii) No 7° més, temos cria de Ci, C;, C3, C4 e Cs, e obtemos 13 casais: C;, C, C3, Cy,
Cs, Cs, C7, Cg, Cy, Crp, C11, C12, € C13 € assim sucessivamente, obtendo a sequéncia
(1,1, 2, 3,,5, 8,...) (Dante, 2016).

Portanto, o problema descrito acima pode ser relacionado com a sequéncia

(1, 1,2, 3, 5,8, 13, ...), conhecida como sequéncia de Fibonacci.
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Figura 1 — Leonardo Fibonacci.

Fonte: Belini (2015)

2.2 Progressoes aritméticas

Nesta monografia, as sequéncias que nos interessam estudar sdo as progressoes arit-
méticas. Essas progressdes podem ser definidas utilizando o operador linear Ax,. Seja x, =
(x1, x2, x3, ...) uma sequéncia; o operador Ax,, relacionado a ela é a sequéncia Ax,, = x,,41 — Xy.

Agora, faremos a defini¢do de progressao aritmética.

Definicao 2.2. Uma progressao aritmética de primeira ordem, também chamada de progressao
aritmética ndo estaciondria ou simplismente progressao aritmética, ¢ uma sequéncia em que o
operador Ax, associado a ela € uma sequéncia constante e ndo nula (ou seja, uma sequéncia
cujos termos ndo sao todos iguais a zero). Além disso, a constante mencionada serd chamada
de razdo da progressdo aritmética e serd indicada pela letra r. Dessa forma, as sequéncias
(3,7, 11, 15, ...) e (10, 7, 4, 1, ...) sdo progressdes aritméticas de razdo r =4 e r = —3,

respectivamente.

Além disso, as expressOes para o termo geral x,, € soma dos n primeiros termos S, de

uma progressdo aritmética sdo conhecidas no Ensino Médio e sdo dadas por:

(x1+x,) 1

Xp =x1+ (ny)r S, = >

respectivamente.

Exemplo 1. A expressdo para a soma dos n primeiros nimeros naturais 1 +2+434...+n pode
ser calculada pela igualdade S,,, uma vez que (1, 2, 3, ..., n) é uma progressdo aritmética com
x1 = 1 e x,, = n. Portanto:
(x1+x,) -1
2

(1+n)-n

2
_n-(n+ 1))
2

Sn:
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Por outro lado,

Definicao 2.3. Uma progressao aritmética de segunda ordem € uma sequéncia cujo operador
Ax,, é uma progressio aritmética de razao ndo nula. Dessa forma, a sequéncia (3, 5, 11, 21, ...)
¢ uma progressdo aritmética de segunda ordem, pois Ax, = (5—3=2, 11-5=6, 21 — 11 =
10, ...) é uma progressdo aritmética de primeira ordem, cuja razdo é r = 4
(Morgado; Carvalho, 2022).

Essas sequéncias sdo muito importantes para o desenvolvimento deste trabalho e, em
breve, serdo relacionadas as funcdes afim e quadratica, respectivamente, ambas estudadas no

Ensino Médio. A definicdo de progressdo aritmética pode ser generalizada da seguinte forma:

Definicao 2.4. Uma progressao aritmética é dita de ordem n quando o operador diferenca Ax,, =
Xn+1— X, for uma progressao aritmética de ordem n — 1. Assim, a sequéncia (9, 12, 17, 28, ...)
¢ uma progressao aritmética de ordem 3, visto que Ax,, = (12—-9=3, 17—-12=5, 28— 17 =

11, ...) é uma progresséo aritmética de segunda ordem de acordo com a defini¢éo anterior.

Nesta monografia, estamos interessados em estudar as relagdes dessas progressdes com

as fungdes afim e quadrética que sdo definidas da seguinte maneira:
2.3 Funcao afim e fun¢do quadratica

Definicdo 2.5. Uma funcdo f : R — R da forma f(x) = ax+ b, onde a e b sdo constantes reais
denominadas, respectivamente, coeficiente angular e coeficiente linear, ¢ chamada de funcao
afim. Assim, as fungdes f,g : R — R dadas por f(x) = —3x+8 e g(x) = 5x+9 sdo exemplos

de fungdes afim.

Definicfio 2.6. uma funcio f : R — R da forma f(x) = ax?> + bx + ¢ com a # 0 é chamada de
funcdo quadritica. Portanto, a fungdo f : R — R dada por f(x) = 2x> + 3x + 1 é quadritica.

Admitiremos que o leitor possui o conhecimento bésico dessas fungdes, incluindo suas
propriedades e o esboco de seus gréficos. No caso da fun¢do quadratica, o resultado abaixo
mostra uma condicdo para que duas funcdes quadraticas sejam iguais. Esse resultado serd muito

importante para o entendimento deste trabalho.

Teorema 2.7. Sejam f(x) = ax?> +bx +c e g(x) = ax’> + bx + ¢ fungdes quadraticas, tais que
flx1) =glx1), f(x2) = g(x2) e f(x3) = g(x3) com x| # x2 # x3. Entdo,a=a, b=bec=c.

Demonstragdo. De fato, considere o sistema abaixo:

+ bxy + c—¢ = 0
+ (b—b)x, + c—¢ = 0
+ b
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escalonando esse sistema, obtém-se:
(a—a)x? (b—bxy + c¢c—c¢ =0 (I

(a—a)-(x1+x2) b—b =0 (II)
(a—a) - (xp—x3) = 0 (1)

_|_
_|_

Como x; # x3, segue-se de (/1) que a = a. Substituindo a = a em (II), encontramos b = b.

Finalmente, substituindo @ =@ e b = b em (I), obtém-se ¢ = C.



14

3 PROGRESSAO ARITMETICA E FUNCAO AFIM

Nesse capitulo, com o intuito de iniciar o estudo das relacdes entre fungdes e progres-
soes, comecaremos explorando as relagdes entre funcdo afim e progressdo aritmética. Sabe-
se que uma funcdo f: R — R é afim quando é da forma f(x) = ax+ b. Por outro lado,
sabe-se que, se (x,),en € uma progresdo aritmética, o seu termo geral é dado pela expressao
Xn, = a1 + (n— 1)r. Nessa expressdo, tomando a = r ¢ b = a; — r, percebe-se uma importante

relacdo entre a funcdo afim e a progressao aritmética que € o conteudo do seguinte resultado:

Teorema 3.1. Se f: R — R € uma funcdo afim, entdo a restricio do dominio de f ao conjunto

dos nimeros naturais N é uma progressao aritmética.

Demonstragdo. De fato, a restrigdo do dominio de f ao conjunto N € a sequéncia x, = an+b
para todo nimero natural n. Assim, tomando a =r e b = a; —r, x, € uma progressao aritmética

de primeiro termo a; e razdo r. |

Dessa forma, toda fungdo afim f(x) = ax+ b pode ser relacionada com a progressao
aritmética obtida pela restricdo de seu dominio ao conjunto N. Por exemplo, a funcdo afim
f(x) =3x+ 1 pode ser relacionada com a progressdo aritmética (4, 7, 10, 13, ...) obtida de f
quando variamos x no conjunto dos nimeros naturais. Portanto, conceitos desses dois contetidos

podem ser utilizados na resolu¢do de exercicios, como veremos a seguir:

Exemplo 2. Para calcular o centésimo termo da progressdo aritmética (45, 40, 35, ...), pode-se

usar a expressao do termo geral, onde n = 100, a; =45 e r =40 —45 = —5. Logo:

X100 =45+ (100 - 1) . (—5)

=45+99-(-5)
=45—-495
= —450
No entanto, pelo Teorema 3.1 a fun¢do afim f(x) = —5x+ 50 gera a progresséo aritmética desse

exercicio (basta fazer a = r e b = a; — r) e o problema seria facilmente resolvido calculando
f(100) = —5-100+ 50 = —450.

O

Exemplo 3. Na fisica, o movimento retilinio uniforme (M.U) tem como caracteristica principal
a velocidade constante. Na verdade, se um corpo se move sobre uma trajetdria retilinea com
velocidade constante de mddulo v e, para percorrer uma distancia As(z) = s(t) — so, esse corpo

leva o tempo ¢. Entdo, a velocidade v é dada por:
_As(t)

y =
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onde s5(¢) e so sdo as posigdes final e inicial, respectivamente, do corpo na trajetdria retilinea,
e so ¢ constante. Segue-se que s(t) = so + vt; essa expressdo é conhecida como fungio horaria
dos espagos para o movimento uniforme.

Note que a fungdo s € a restri¢do do dominio da fungdo afim s(x) = so -+ vx ao conjunto
dos niimeros reais positivos. No entanto, pelo que foi discutido acima, a sequéncia s, = so + vn
¢ uma progressao aritmética de razdo r = v e primeiro termo a; = s; = so + v. Por exemplo, Su-
ponha que um corpo se move numa trajetdria retilinea com velocidade constante e suas posi¢des

e tempo sdo dadas na tabela a seguir:

Tabela 1 — Deslocamento em fun¢ao do tempo

1(s) s(m)

1 4
2 7
3 10
4 13

Fonte: Elaboragdo prépria (2025)

Se estivermos interessado em calcular a velocidade, pelo que discutido acima, basta

verificar a razdo da progressdo aritmética (4, 7, 10, 13, ...) e terfamos v = 3m/s.
[

E preciso esclarecer que nem sempre, nos exercicios desse tipo, a sequéncia formada pe-
los valores de z é (1, 2, 3, ...). Na verdade, essa sequéncia pode ser uma progressao aritmética
qualquer ou sequer formar uma progressao aritmética. No caso de ndo formar uma progressao
aritmética, o problema pode ser solucionado pela funcdo horéria dos espacos. E impostante
ressaltar que ndo estamos apresentando nesse trabalho um método que substitui a fungdo afim,
e sim, apresentando uma relacdo entre a funcdo afim e a progressdo aritmética. Logo, o leitor
poderd, quando possivel, usar uma ou outra forma com a intencdo de facilitar a resolug¢ao do
problema. Por sorte, no caso da sequéncia formada pelos valores de ¢ ser uma progressao arit-
mética, o Teorema 3.3 garante que a sequéncia formada pelos valores de s € uma progressao
aritmética. Essa ideia pode ser utilizada em qualquer drea do conhecimento que trabalhe com
contetidos que envolvem as fungdes afins. O aluno ou professor, ao se deparar com situagdes
como esta, poderd investigar ou buscar uma progressao aritmética dentro do problema, compa-
rar com a fungdo afim e obter a melhor forma possivel de solucioné-lo.

Por outro lado, ainda na perspectiva de relacionar fun¢@o afim e progressao aritmética,
mostraremos como essa relacdo se comporta no grafico da fungdo afim. Sabe-se que o grifico

da fun¢do afim f(x) = ax+ b é uma reta. A restricdo do dominio de f ao conjunto dos ndimeros
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naturais, isto é, f : N — R, é uma sequéncia dada por f(n) = x, = an+ b. Além disso, como:

Xnt1 —Xp=an+1)+b—an—>b
=an+a+b—an—p
=a.
Entdo, x, ¢ uma progressao aritmética de razdo a e primeiro termo f(1) =x; =a-1+b=a+Db.

Dai, podemos concluir que os pontos (n,x,) para todo n € N sdo colineares, como mos-

tra a figura a seguir:

Figura 2 — Representacdo grifica da progressao aritmética

Fonte: Elaboragdo prépria (2025)

Além disso, como o termo geral de uma progressao aritmética € dado por x,41 = x| + nr, po-
demos concluir que os termos dessa progressdo, mais precisamente, os pontos (7,x,) para todo
nimero natural n, pertencem ao gréfico da funcéo afim f : R — R dada por f(x) = x| 4+ xr.

O coeficiente angular a da funcdo afim ndo constante pode ser calculado usando os
termos da progressdo aritmética associada a ela. Com efeito, se x,, € x, sdo termos distintos
da progressdo aritmética (m# n)(X,).cN, que resulta da restricdo do dominio da func¢do afim

f(x) = ax+ b ao conjunto N, entdo:

f(m) = f(n) = amzb — an-b
=am—an
=a-(m—n)

Segue-se que

a=—"—"= 3.1

Na pratica, ao se deparar com o grafico de uma func¢do afim, podemos estudar o cresci-
mento da funcdo por meio da progressao aritmética associada, uma vez que, se a > 0, a fungdo

afim € crescente; se a < 0, a fun¢do afim € decrescente. Além disso, serd provado mais adiante
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que, dada qualquer progressdo aritmética, a sequéncia formada pelas imagens de seus termos
pela fun¢do afim é uma progressao aritmética. Em outras palavras, se olharmos para o gréfico
acima e marcarmos pontos no eixo das abscissas de tal forma que esses pontos formem uma pro-
gressdo aritmética, as imagens geradas por esses pontos formarao uma progressao aritmética no

eixo das ordenadas. Agora, passaremos a discutir a caracteriza¢do da fungdo afim.
3.1 Caracterizacao da funcio afim

Nesta secdo, apresentaremos mais uma importante relagdo entre as funcdes afins e a
progressdo aritmética: as imagens dos termos de uma progressdo aritmética por uma fungdo
afim formam uma progressao aritmética. O Teorema a seguir serd extremamente ttil para provar

esse resultado.

Teorema 3.2. Seja f : R — R uma fungéo crescente. Entdo, as seguintes afirmagdes
sdo equivalentes:

i) f(nx) =nf(x) paratodon € Zex € R;

ii) Tomando f(1) = a temos f(x) = ax para todo x € R;

iii) f(x+y) = f(x) + f(y) para todo x,y € R (Lima, 2013, p. 86).

Demonstra¢do. Vamos mostrar que i) = ii), ii) = iii) e iii) = i). De fato,

i) = ii)
Sejaf(l):aeme(@comng, p,q € Z e g #0. Temos que:
q

q-f(mX)zf(q'g-X)
q- f(mx) = f(p-x)
q- f(mx)=p-f(x).

Portanto, como g # 0, segue-se da ultima igualdade acima que f(mx) =

mf(x).
Por outro lado, como f(1) = a , obtemos: f(m) = f(m-1) = mf(1) = am. Logo, ii)

¢ valido para todo nimero racional m. Agora, suponha que existe um ndmero irracional b,

- f(x),isto é, f(mx) =

SRS

tal que f(b) # ab e considere, sem perda de generalidade, que f(b) > ab. Além disso, como
f(0)=£(0-0)=0-£(0) =0e0 < 1, da monoticidade de f, obtemos a = f(1) > f(0) =0, ou

seja, a é positivo. Logo,
b
f(b)>abz>m>b.

a
Adicionalmente, da densidade dos nimeros racionais, existe r € Q com:

@>r>b = f(b) >ar>ab = f(b) > f(r) > ab.
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No entanto, como r > b, pela monoticidade de f, deveriamos ter f(r) > f(b) e ndo f(b) > f(r).
A contradi¢do aqui surgiu quando supomos a existéncia de um ndmero irracional b, tal que
f(b) # ab. Segue-se que f(x) = ax paratodox € Rea= f(1).

ii) = iif)

Por ii) temos:

flx+y)=a(x+y)
=ax-+ay
=f(x)+f()
para todo x,y € R.
Finalmente, vamos mostrar que iii) = i). Como, paran =1 e n =0, i) é vdlida, suponha

que para algum n > 1 tenhamos f(nx) = nf(x). Logo, por iii) e pela hipétese de indugdo:

f((n+1)x) = f(nx+x)
= f(nx) + f(x)
= nf(x)+f(x)
= (n+1)-f(x).
Dai, pelo principio da indugdo finita, f(nx) = nf(x) para todo n inteiro com n > 1. Por outro

lado, para todo x € R e de iii), tem-se:

Portanto,

f(nx) = f(=(—nx))
= —f(—nx)
=—(=n)f(x)
=nf(x).
Portanto, f(nx) = nf(x) paratodon € Z e x € R. |
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O préximo Teorema aborda uma outra relacdo entre a fungdo afim e a progressao arit-
mética. Essa relacdo estabelece uma condi¢@o para uma funcio seja afim através de uma pro-
priedade que somente as fungdes afins possuem: transformar toda progressao aritmética em

progressao aritmética.

Teorema 3.3. Uma funcdo mondétona f : R — R é uma funcdo afim se, e somente se, trans-
forma toda progressdo aritmética numa progressao aritmética, isto é, se x, = (x1, x2, x3, ...)
¢ uma progressdo aritmética, entdo y, = (f(x1), f(x2), f(x3), ...) é também uma progressao
aritmética (Lima, 2013).

Demonstracdo. De fato, seja f é uma funco afim dada por f(x) = ax+ b com a e b niimeros

reais e x, uma progressao aritmética de razao r. Tomando y, = f(x,), segue-se que:

Ayy = Ynr1—Yn
= f(xn-i-l) _f(xn)

=axp+1+b—ax, —b

= axn+1;4/5— axn7/5

= ax,.1 — ax,
= a(xp+1—Xn)

=da-r

Como a - r é constante, da Defini¢ao 2.2 temos que y, € uma progressao aritmética. Recipro-
camente, seja f uma fun¢do mondtona que transforma toda progressao aritmética em progres-
sdo aritmética, e vamos mostrar que f é uma funcdo afim. Com efeito, considere a fungdo
e : R — R dada por e(x) = f(x) — f(0). Das hipéteses de f, obtemos que e é uma fungéo mo-
nétona que também tranforma toda progressio aritmética numa progressao aritmética e, além
disso, ¢(0) = f(0) — f(0) = 0. Pois bem, como a sequéncia (—x,0,x) é uma progressao aritmé-
tica para todo x € R, obtemos que e¢(—x), 0 = ¢(0), e(x) forma, nessa ordem, uma progressao
aritmética de razdo e(x) — 0 = e(x) assim, 0 — e(—x) = e(x), isto é, e(—x) = —e(x) para todo x
real.

Analogamente, a sequéncia 0, x, 2x, 3x, ..., nx € uma progressao aritmética para todo
n natural. Sendo assim, 0, e(x), e(2x), ..., e(nx) é uma progressdo aritmética de razdo e(x)
(basta subtrair o segundo termo do primeiro termo). Como para avangar do termo e(x) para o
termo e(nx) basta somar n parcelas da razdo e(x), temos que e(nx) = ne(x) para todo nimero

natural n. Por outro lado, se n < 0, entdo —n > 0 e assim:

e(nx) = e(—(—nx))

= —e(—nx)

= —(=n)e(x)

=ne(x).
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Logo, pelo Teorema 3.2 a funcio e € linear, isto é, tomando e(1) = a podemos escrever

e(x) = ax para todo x real. Assim, tomando f(0) = b encontramos o seguinte:
e(x) = f(x) = f(0)
ax= f(x)—b
f(x) =ax+b,

o que prova o Teorema. |

Esse resultado ndo € tdo 6bvio de ser observado quando se tem uma fungdo mondétona
cuja lei de formacao ndo é conhecida. No entanto, saber que uma fun¢do afim tranforma pro-
gressdo aritmética em progressao aritmética traz mais uma ideia na resolug@o de problemas. No

Exemplo 3, suponha que a tabela dada fosse:

Tabela 2 — Deslocamento em fun¢ao do tempo

t(s) s(m)
5 16
9 28
10 31
12 37
15 46

Fonte: Elaboracdo prépria (2025)

e que estivessemos interessados em calcular a velocidade v novamente. Note que, mesmo a
sequéncia (5, 9, 10, 12, 15, ...) ndo sendo uma progressao aritmética, podemos tomar a sub-
sequéncia dela (5, 10, 15, ...) que é uma progressdo aritmética. Pelo Teorema 3.3, a sequén-
cia (16, 31, 46, ...) é uma progressdo aritmética de razdo r = 15. Nesse caso, ndo teriamos
r = v, uma vez que v = 3m/s. Essa divergéncia ocorreu porque ndo foi utilizado a sequéncia
(1, 2, 3, ...), e, ao invés disso, foi utilizada a subsequéncia (5, 10, 15, ...). Para resolver esse
problema, considere a sequéncia (xs = 1, xj0 = 2, x;5 = 3, ...), cujo termo geral é dado por
Xp = g, e a sequéncia y, = (16, 31, 46, ...), que é uma progressdo aritmética de termo geral
yn = 151+ 1. A composi¢do k : N — R dada por k(n) = y(x(n)) é uma sequéncia, tal que:

k(n) = y(x(n))
=(5)

:15-(g>+1

=3n+1

Note que k(n) = 3n-+ 1 é uma progressao aritmetica de razdo r = 3, e entdo obteriamos a solugdo

do problema, isto é, v = 3m/s. No entanto, esse problema ficaria mais facil de ser resolvido
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utilizando a igualdade 3.1. De fato, sejam m = 9 e n = 5, segue-se que:

m-—n
_1(9) —1(5)
~ 9-5
~28-16
4
12
4
=3m/s

0

Relacionar a funcao afim com progresao aritmética traz um ganho considerdvel na pratica peda-
gbgica e, consequentemente, na aprendizagem desses conteidos. Isso porque melhora a habili-
dade de analisar propriedades, ajuda na dedu¢do de férmulas, pode trazer uma solugao alterna-
tiva para problemas e a auxilia na percep¢ao da Matematica como um corpo de conhecimentos

consistente e 16gico.
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4 PROGRESSAO ARITMETICA DE SEGUNDA ORDEM E FUNCAO QUADRA-
TICA

Neste capitulo, exploraremos a relagdo entre a funcdo quadrética e progresao aritmética
de segunda ordem. Nosso objetivo € motivar o uso dessas progressdes em conjunto com as
funcao quadréticas, examinando sua utilizagdo como uma ferramenta adicional na resolucdo de
problemas sempre que possivel.

O estudo dessa relagdo pode ser incentivado pela seguinte observagdo: considerando
a fungdo quadritica f : R — R dada por f(x) = ax* + bx +c, com a # 0, a restri¢io do do-
minio dessa fun¢c@o ao conjunto dos nimeros naturais resulta em uma progressdo aritmética
de segunda ordem. De fato, considere a sequéncia x, = f(n) = an® + bn + ¢ para todo ni-
mero natural n, tem-se: x, = (a+b+c, 4a+2b+c, 9a+3b+c, 16a+4b+c, ...) e Ax, =
(3a+b, Sa+b, Ta+b, ...). Como Ax, é uma progressdo aritmética de razdo r = 2a # 0, a
sequéncia x;,, € uma progressao aritmética de segunda ordem, conforme a Defini¢ao 2.3. Logo,
uma maneira de obter uma progressao aritmética de segunda ordem € tomar qualquer fungdo
quadratica e restringir seu dominio ao conjunto dos nimeros naturais. O proximo resultado

fortalece essa informacao.

Teorema 4.1. Uma sequéncia (x,),cn é uma progressdo aritmética de segunda ordem se, e
somente se, existem numeros reais a # 0, b e c, tais que x, = an®+bn + c. Logo, (x,)uen € a

progressio aritmética de segunda ordem associada a fungdo quadritica f(x) = ax? 4 bx +c.

Demonstracdo. Suponha que (x,),en € uma progressao aritmética de segunda ordem. Por de-

finicdo, Ax,, = x,4+1 — X, € uma progressao aritmética. Por outro lado,

i‘,Aka(%—x1)+(%ﬁ6)+()z(j@+...+(xn+1%)
k=1

= Xnt+1 — X1

n n
Portanto, Z Axy = x,4+1 —x1. Como Ax, € uma progressao aritmética, a soma Z Ax; é dada
k=1 k=1
pela expressao

n .
k=1

n
e como Ax, = Axj + (n— 1)r, onde r é arazdo da progressao aritmética Ax,, segue-se que Z Axy,
k=1
¢ um polindmio de grau 2 em n e portanto, x, € um polindmio de grau 2 em n. Logo, existem

nameros reais a # 0, b e ¢, tais que x, = an® + bn + c. Reciprocamente, se x, = an®*+bn—+c
com a # 0, b e ¢ nimeros reais, pelo que foi discutido acima, x, € uma progressao aritmética de

segunda ordem. |

O resultado do Teorema anterior permite encontrar uma fun¢@o quadratica associada a

uma progressao aritmética de segunda ordem. No exemplo a seguir, mostraremos esse fato.
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Exemplo 4. Considere a sequéncia x,, = (6, 18, 36, 60, 90, 126, ...). Encontre uma expressao

em n para o termo geral x,,. De fato, na tabela a seguir calculamos alguns valores para Ax;:

Tabela 3 — Progressao aritmética de segunda ordem

n X, | Axy
1 6 12

2 18 | 18

3 36 | 24

4 60 | 30

5 90 | 36

6 126

7

Fonte: Elaboracdo prépria (2025)

Portanto, como (Ax,) é uma progressao aritmética de razdo ndo nula, temos que (x,) é uma
progressdo aritmética de segunda ordem. Dai, pelo Teorema 4.1, x,, ¢ um polindmio de grau
2 em n. Escrevendo x,, = an? + bn + ¢ e lembrando que x; = 6, xo = 18 e x3 = 36, obtemos o

sistema:
x1 = a1> + b1 + ¢

x» = a2 + b2 + ¢
x3 = a3 + b3 + ¢
ou, equivalentemente,
a + b + ¢ = 6
4a + 2b + ¢ = 18
9a + 3b + ¢ = 36

cuja solucdo é a = 3, b = 3 e ¢ = 0. Portanto, x, = 3n> +3n e x, é a restri¢io do dominio da

funcdo quadritica f(x) = 3x% + 3x ao conjunto N.
0

Com essa discussdo, problemas que envolvem a fungdo quadratica, nos quais se busca
calcular os coeficientes a, b e ¢, podem ser solucionados. Antes de mostrar um exemplo que
aborda esse problema, vamos generalizar o resultado discutido acima, encontrando uma expres-

sdo para o termo geral de x;,

Teorema 4.2. Sejam N; = NU {0} e (x,),en, uma progressdo aritmética de segunda ordem.

Entao, o termo geral de x,, é dado por

r2+< r) +
Xp==n — = |n+x
n ) Yo ) 0

onde r é a razdo da progressao aritmética y, = Ax,, € xo € Yo sd0 os primeiros termos de (x,)nen,

e (¥n)nen, » respectivamente.
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Demonstracdo. De fato, pelo Teorema 4.1, existem nimeros reais a, b e ¢ com a # 0, tais que
X, = an’® + bn+ c, isto é, x,, é um polindmio de grau 2 em n. Variando n no conjunto {0, 1,2}

obtemos o sistema:

a + b + ¢ = x
4da + 2b + ¢ = x

=2—4 = —-2+#0, o sistema acima possui uma tnica solu¢do. Calculando-a,

S N =
—

1
Como | 4
0

tem-se:
a + b + ¢ = x {

a + b 4+ x .
Resolvendo o sistema,

4a + 2b + ¢ = x
2 da + 2b 4+ x9 = xp

c = X
obtemos:

(x2 —x1) — (%1 —x0)
2

r

3
b= —§x0+2x1 —%

—3xp+4x1 —x2
2
—3x0+3x1+x1 —x
2
~ 3(x1 —x0) — (%2 —x1)
B 2
B 2()(1 —)C()) —+ (x1 —X()) — (XQ —x1)
2

_ 2yo—r
2

r
:yo—z

.. r r .
Portanto, substituindo a = > b=yy— > e ¢ = xo na igualdade x, = an® + bn + ¢, obtemos a

seguinte formula para o termo geral de x;;:

xn:§n2+<yo—%>n—|—xo 4.1)

para todo n € Nj. |
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Exemplo 5. Considere a progressdo aritmética de segunda ordem do Exemplo 4, isto é, x, =
(6, 18, 36, 60, 90, 126, ...) e o conjunto A = {2, 5, 8, ...} C Nj.Vamos utilizar a igualdade
4.1 para calcular uma expressdo para X, onde x : A — R é a subsequéncia de x,, dada por
Xn = (18, 90, 216, 396, ...). De fato, note que Xp = 18,y =90 — 18 =72 e r = (216 —90) —
(90 — 18) = 54. Segue-se que

o= 2+(— r) +X0
Xp==n — = |n+Xx
n 7 Yo ) 0

54 54
= 7n2+ (72—7> n+18
=27n> +45n+ 18

Note que a expressao encontrada para x,; ndo € a mesma encontrada no Exemplo 4. Essa diver-
géncia ocorreu porque nao consideramos o conjunto N; como dominio da sequéncia x,, mas
sim o conjunto A = {2, 5, 8, ...}, obtendo uma subsequéncia de x,. Para encontrar 0 mesmo
resultado do exemplo anterior, basta encontrar uma fungéo i : A — Ny, tal que £(2) =0, h(5) =
1, h(8) =2, ... e aplicar na sequéncia X, encontrada. Logo, usando os resultados obtidos no

. n—2 .
capitulo anterior, obtemos h(n) = 5 Assim,

n—2\?2 n—2
=27 45 18
=3.(n*—4n+4)+15-(n—2)+18

=3n2 —12n+15n+12—-30+18
:3n2+3n

O

Pelo que foi discutido acima, para encontrar o termo geral de uma progressao aritmética
de segunda ordem x, dada uma subsequéncia X : A — R, onde A = {ng, nj, np, ...} formem

nesta ordem uma progressao aritmética de razao 7, basta tomar a funcdo h: A — N; dada por

h(n) = "7 ¢ entdo terfamos xn =X(h(n)), ou seja,

2
_r{n-ng _ry\[n—ng
xn—2< . >+<yo 2)( . >+x0. 42)

No exemplo a seguir, vamos resolver uma questdao do ENEM (Exame Nacional do Ensino Mé-

dio) de 2014 em que ¢ possivel utilizar a igualdade encontrada acima.
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Exemplo 6. ENEM - 2014 - Questio 164 - Um professor, depois de corrigir as provas
da sua turma, percebeu que varias questdes estavam muito dificeis. Para compensar,
decidiu utilizar uma funcao polinomial f, de grau menor que 3, para alterar as notas x
da prova para notas y = f(x), da seguinte maneira:

e A nota zero permanece zero.

e A nota 10 permanece 10.

e A nota 5 passa a ser 6.

A expressdo da fungdo y = f(x) a ser utilizada pelo professor é

1 7
a)y=——x"+ -x

215 5
b)y:—lmx2—0—72x
_ 2,
c)y—%ﬁx +12x

e) y = x (Brasil, 2014, p. 28).

Note que a sequéncia (0, 5, 10, ...) é uma progressdo aritmética de razdo 7 =5 e ny = 0.
Por outro lado, a sequéncia (0, 6, 10, 12, ...) é uma progressdo aritmética de segunda ordem.
Para essa sequéncia, temos xo =0, Axg =6 —0=06, Ax; = 10— 6 = 4. A progressao aritmética
associada é Ax, = (6, 4, 2, ...), cujarazdo é r =4 — 6 = —2. Segue-se da igualdade 4.2:

2
_r{n—ng _r\ [(n—no
x"_z( 7 >+<y° 2)( 7 )+x°
2 /n—0\? 2\ /n—0
=-3(557) +(6+3) (5°) o

1, N 7
=——n"+_n
25 5
i o . 1, 7
Portanto, a fungéo associada a sequéncia x(n) é y = —gx + gx.

O

A justificativa para essa forma de solugdo serd apresentada no Teorema de Caracterizacdo da
Funcao Quadratica, onde serd provado que toda funcao quadrdtica transforma progressao arit-
mética em progressao aritmética de segunda ordem. Como estdvamos procurando uma fungado f
que transforma a progressao aritmética (0, 5, 10, ...) na progressao aritmética de segunda or-
dem (0, 6, 10, 12, ...), intuitivamente podemos supor que f é uma fun¢do quadratica e tentar a
solu¢do pela igualdade 4.2. No proximo capitulo, mostraremos outros exemplos de fun¢ao qua-
drética onde a utiliza¢do da progressao aritmética de segunda ordem € apresentada como uma
alternativa para sua solu¢do. Por enquanto, vamos analizar as propriedades da fun¢do quadra-
tica usando a progressao aritmética de segunda ordem. De fato, considere a fung¢ao quadratica
f:R — R dada por f(x) = ax® + bx+ c com a # 0. Sabe-se que o grafico dessa fungo é uma

pardbola. Pelo que foi discutido acima, se x,, = an® + bn 4 c é a progressio aritmética associada
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a essa funcdo, entdo os pontos (0,x9), (1,x1), (2,x2), ... pertencem ao grafico da fungdo f,

como mostra a figura abaixo.

Figura 3 — Representacdo grafica da progressao aritmética de segunda ordem

Fonte: Elaboracdo propria (2025)

Por outro lado, segue-se da igualdade 4.1 que a = % Assim, se r > 0 a pardbola possui
concavidade voltada para cima; e se r < 0, a concavidade da pardbola (grafico de f) estd voltada

para baixo. Além disso, ¢ = xo, entdo (0,xp) é o ponto em que a pardbola intersecta o eixo das

b b
ordenadas. Como as coordenadas do vértice V da pardbola sdo V (—2—, f <— >) €
a

2a
r
b )’0—5
“2a 5.7
2
,
r
_L y
2 r

segue-se que

L yo 1 yo
V(E‘?’f(§_7)>

Esses resultados estdo representados na figura abaixo.

Exemplo 7. Suponha que x, = (3, 4, 7, 12, ...) é uma sequéncia gerada pela restri¢do do do-
minio R ao conjunto NU{0} de uma fung¢éo quadrdtica f. Entdo x, € uma progresséo aritmética

de segunda ordem com: xg =3,y0=4—-3=1er=(7—4)— (4—3) =2, portanto, a pardbola
1 1 I 1

(gréfico de f,) possui vértice V <5 - E’f (E - 5) > ,ou seja, v(0, £(0)). Como f(0) =xp =3,

o vértice da pardbola é V(0,3) e (0,3) é o ponto que a pardbola intersecta o eixo das ordenadas.

0
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Figura 4 — Gréfico da fun¢ao quadratica

) 00
A a
r>0
(1/2-y o/ f(112-y /1))

A 23
A £a

r<0

(112-y,/r,f(1/2-y 1))
0 0 (0:x) !

Fonte: Elaboracdo prépria (2025)

Agora, utilizando a igualdade 4.1, vamos encontrar uma expressdo para a soma dos
n+ 1 primeiros termos de uma progressdo aritmética de segunda ordem. De fato, seja x,, =
(x0, X1, X2, ...) uma progressdo aritmética de segunda ordem, e vamos calcular, em fungéo
de n, uma expressdo para a soma S, +1 = ap + aj + az + +a,. Sabe-se da igualdade 4.1 que
Xk = Tr2 + <y0 — Z) k + xo. Aplicando o somatério com k € {0, 1, 2, ..., n} em todos os

2 2
termos dessa igualdade, obtém-se:

n n
You=g YR (0-5) L h+ Lo
k=0 k=0

isto €,

Snt1 = Zkz (0——) ZlﬁLZxo ()

n-(nt1) - 2
Como sabemos, xo=(n+1)xg e k — ————~ Para calcular k~ procederemos da
seguinte maneira: sabe-se que (k+ 1)> = k% 4 3k> + 3k + 1. Aplicando o somatério com k €

{0, 1, ..., n}, obtém-se:

Zk+1 Zk3+32k2+32k+21
k=0

Desenvolvendo os dois primeiros somatdrios acima e simplificando os termos iguais em ambos

os lados da igualdade, tem-se:
P24 1P =0+ P12+ +rﬁ/+32k2+3 - D) Ly

ou seja,

n
(n+1)°=3Y K¥+3-
k=0

1
@-ﬁ-n—l—l
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n
isolando Z K e simplificando os termos semelhantes, tem-se da dltima igualdade acima que:

k=0
n 1 r 1
Y == (;fl+1)3—3-”(””r )—n—1]
far 3 0 2
1 3
:§- n> 4+ 3n% + 3t — —n —En n=—1
1 _3+3n n
3" T2 T2
_n3+ 2-|-n
3 2 6
n 3 n
. 1
Finalmente, substituindo Zkzz% % g ; xo=(n+1)xg e Zk_%

k=0
na igualdade (x), obtemos:

Sn+1= Zkz < %) ikJan:xo

k=0 k=0
r n3+n2+n +< r) n-(n—|—1)+( +1)
== | =4+ =4+ — ) ———=+(n X
2'\3 72 76) TV 2 0
G (D (e
6n + +2 n-+ 12+2 4+xo n—+ xp,
ou seja,
_ T3 Y 2 < y_O_f>
Syt 6n +2n + x0—|—2 G n—+ xgp. 4.3)

Exemplo 8. Vamos calcular o valor de S5 na progressdo aritmética de segunda ordem x,, =
(4, 7, 18, 37, ...). Com efeito, substituindo xo =4, yo = 3, r = 8 e n = 14 na igualdade 4.3,

obtém-se: g ; 3 g
Sis = —-143+§-142+ (4+§——) 1444

6 6
4 3 25
=~ 2744+ 21964+ 14+ 4
3 oy ot
1097 2
1070 50842 744
_ 10976 L g 175 1y

3 3

11151
=——+298

= 37174298 = 4015

4.1 Caracterizacao da funciao quadratica

Nesta sec¢do, demonstraremos uma importante relacdo entre a progressao aritmética de
segunda ordem e a fun¢do quadratica. Especificamente, provaremos que toda fun¢do quadra-

tica transforma uma progressao aritmética em uma progressao aritmética de segunda ordem.
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Este resultado pode ser muito ttil em diversos exercicios de fun¢cdo quadratica, especialmente
quando a solugdo requer a andlise de um gréfico e a descoberta da imagem de pontos que for-
mam uma progressao aritmética. Por exemplo, suponha que f é uma funcao quadrética tal que
f(2) =3, f(5) =8 e f(8) = 17. Qual seria o valor de f(11)? A luz do préximo teorema,
como a sequéncia (2, 5, ,8, ...) é uma progressdo aritmética e f é uma fungdo quadritica, a
sequéncia (3, 8, 17, ...) serd, obrigatoriamente, uma progressio aritmética de segunda ordem.
Assim, bastaria calcular o quarto termo dessa progressdo para obter a resposta do problema. A
progressdo aritmética associada € (5, 9, 13, ...), portanto f(11) = 17+ 13 = 30. Perceba que
esse raciocinio nos poupa de usar, por exemplo, um sistema linear para resolver esse problema.

Vejamos a demonstracdo desse resultado.

Teorema 4.3. Seja f : R — R uma fungio quadratica com f(x) = ax> +bx+c, onde a # 0, e
(xn)nen uma progressdo aritmética de razao r. Entdo, a sequéncia dada por y, = f(x,) é uma

progressdo aritmética de segunda ordem.

Demonstra¢do. Como r é arazao de (x,),cn tem-se que r = X, | — X, para todo nimero natural

n. Assim:
A)’n =Yn+1 —Yn

= f(xns1) = f(xn)

:a-x,th +b-xn+1/—|rf—a-x,2l—b-xn76

= a(xy .y —x) +b- (X1 — )

= a- (Xpt1—%n) * (Xnr1+Xn) +D(Xn41 — Xn)
= (Xnr1—%n) - [a- (Xny1+x0) +b]
=r-[a-(xy+1+xn)+D].

Além disso, tomando A%y, = Ay, — Ay,, tem-se:

Ay = Ayns1 — Ayn
=r-[a-(Xns2+Xn1) +D] =7 [a- (Xpy1 +Xn) + D]
=r-a- (Xp12 +Xpy1)FD —r-a- (X1 +X0) =10
=r-a- (Xp12+Xn1 = Xnt1 —Xn)

(
(

=r-a-(Xp42 —Xnt1 +Xnt1 —Xn)
(

Como A%y, é constante, segue-se da defini¢iio 2.4 que Ay, é uma progressdo aritmética e, por-

tanto, y, = f(x,) € uma progressao aritmética de segunda ordem. |

No caso de f ser uma fun¢ao continua (Guidorizzi, 2016), a reciproca também ¢ valida,

ou seja:
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Teorema 4.4. Seja f: R — R uma funcdo continua tal que a sequéncia (f(x1), f(x2), .., f(xn), --.

¢ uma progressio aritmética de segunda ordem para toda progressao aritmética (xy, x2, ..., X, ...).

Entdo, a funcdo f é quadratica. (Aragjo, 2013)

Demonstracdo. Seja h: R — R uma funcgao, tal que

para todo nimero real x. Note que, pelas hip6teses da fun¢do f, 4 é continua com 4(0) = £(0) —
f(0) =0, e h satisfaz a hipdtese de transformar toda progressao aritmética em uma progressao
aritmética de segunda ordem. Assim, como a sequéncia (1, 2, ..., n, ...) é uma progressao
aritmética, a sequéncia (h(1), h(2), ..., h(n), ...) é uma progressdo aritmética de segunda
ordem. Segue-se do Teorema 4.1 que existem a, b e ¢ com a # 0, tais que h(m) = am® +bm+c

para todo nimero inteiro positivo m. Como h(0) = 0, temos ¢ = 0. Portanto

h(m) = am® +bm, ¥ m € 7. (%)
. . (1 2 n . I
Por outro lado, como a sequéncia O g ) € umaprogressdo aritmética para todo

inteiro positivo k, novamente pelo Teorema 4.1, existem @, b e ¢ = 0, tais que
m —
h(;) —am? +bm, Y m,k € Z, (%)
Segue-se de () e (xx*) que, para todo inteiro positivo m

am?* + bm = h(m)

()

— a(mk)?* 4 b(mk)

= (ak®)m?* + (bk)m
Portanto, as fungdes quadrdticas ax® + bx e (@k?)x*> 4 (bk)x coincidem nos nimeros inteiros
positivos. Segue-se da Teorema 2.7 que a = (ak?) e b = (bk), isto é, @ = :—2 eb= o Logo,

h(%) = am®+bm
(@ ()
(5 ()

para todo nimero racional positivo % Analogamente, dadas as sequéncias (—1, =2, ..., —n, ..
e b2 . conclui-se eh<m> <m>2+b<m> ara todo nimero ra
— e ey =Ty e |y ui-se qu —)=al-— — u -

k ) k ) Y k ) q k k k p

. . m , . ~
cional negativo T Portanto, i (x) = ax? + bx para todo nimero racional x, como as fungdes

)
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h(x) e ax’> + bx sdo continuas e coincidem no conjunto dos niimeros racionais, tem-se que
h(x) = ax® + bx para todo x € R. Finalmente, tomando f(0) = ¢ em h(x) = f(x) — f(0) obtém-
se:

f(x) = h(x)+ f(0)

f(x) =ax* +bx+c,
para todo x € R. [

Na subsecdo a seguir, faremos uma generalizacdo do Teorema 4.1, relacionando uma
progressao aritmética de ordem k& com um polindmio de grau k. Especificamente, demonstra-
remos que, dado uma funcao polinomial de grau &, a restricdo do dominio desse polindmio ao
conjunto dos niimeros naturais N é uma progressdo aritmética de ordem K. Reciprocamente,
provaremos que toda progressdo aritmética de ordem k, x,, possui, como termo geral, um po-

lindbmio de grau k em n.
4.1.1 Progressao aritmética e polindmios

Os resultados a seguir culminam na demonstra¢do do Teorema Teorema 4.8, que gene-

raliza a relacdo entre progressoes aritméticas e funcdes polinomiais.

Teorema 4.5 (Teorema Fundamental da Somagao). Seja (x,),cn uma sequéncia. Entao,

n

Z Axp = Xp 1 —X1.
k=1

Demonstracdo. De fato, como Ax,, = X, — X, temos:

n

Y Axp = Ax; +Axy 4 Axz + ...+ Ax,
k=1

= (7 —x1) + 5=23) + a=23) + - A (r=n=T) + (Vs 1227)

Teorema 4.6. A soma .
Y kP =1P42P 43P 4. 4nP
k=1

¢ um polinémio de grau p+ 1 em n.

Demonstracdo. Usaremos inducdo em p. De fato, para p = 1, pelo Exemplo 1 tem-se:

(n+1
142434, 4n=r kD)

2

\S)
NSRRI
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que € um polindmio de grau 2 em n. Logo, o Teorema é valido para p = 1. Suponha que
142" 43"+ . n™ sejaum polindmio de grau m+ 1 em n, para todo natural m € {1, 2, 3, ..., p}.

Considere a igualdade:
(k+1)P2=kP2 4 (p+2) kP 4+ (p+2) k+1.

Aplicando o somatdrio com k variando de 1 até n, obtemos:
n n n n
Z (k+1)P"2 =Y kP2 4+ (p+2)- Zk”“+ +(p+2)- Z Z (%)

abrindo os dois primeiros somatdrios em (x) e simplificando os termos em ambos os membros

da igualdade obtém-se:

n n
2T ()PP =172 P T (pt2) Zk”“+ A (p+2)- Z +Y1
k=1 k=1

isto é,

n n
(4172 = 14 (p+2)- YR 4 (p2) Z +Y 1 ()
k=1 k=1 k=1

n
Finalmente, em (*x), isolando o somatério Z kPt obtém-se:

k=1
2 n n n
Fors U o (77 £ f £
T p+2 k=1 k=1 k=1
Pela hipétese de indugdo, tomando
p + 2 n n n
fln) = ( ) Zk” = (p+2)- Y k=) 1
k=1 k=1

temos que f(n) é um polindmio de grau p + 1 em n. Segue dai que

ikp-i-l _ (n+ P2 —1—f(n)

k=1 p+2
¢ um polindmio de grau p +2 em n. |

Corolario 4.7. Se F ¢ um polindmio de grau p. Entio
n
Y F(k
k=1
¢ um polindomio de grau p+ 1.

Teorema 4.8. Seja (x,),cn uma sequéncia cujo termo geral x,, € um polindmio em n de grau
k. Entdo, (x,),eny € uma progressdo aritmética de ordem k. A reciproca é vilida, isto é, se
(xn)nen € uma progressdo aritmética de ordem k, tem-se que x,, ¢ um polindmio de grau k em n
(Morgado; Carvalho, 2022).
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Demonstracdo. Usaremos inducido em k. Com efeito, se x, = an+ b com a # 0 (x, € um po-
lindbmio de grau k = 1), entdo x, = (a+b, 2a+b, 3a+b, ...) é uma progressao aritmética de
ordem 1 com razdo r = a. Por outro lado, se x;,, € uma progressao aritmética de ordem k = 1,
entio x,1 = xj +nr, isto é, x,, € um polinémio de grau 1. Suponha que o Teorema seja vélido
param € Ncomm € {1, 2, ..., k} e, vamos mostrar sua validade param = k+ 1.

De fato, se x,, € um polindmio em n de grau k + 1, entdo y, = Ax,, € um polindmio de
grau k. Pela hipétese de indugdo, (y,),cn € uma progressao aritmética de ordem k. Portanto, da
Definicio 2.4, (x,),cn é uma progressio aritmética de ordem k + 1. Por outro lado, se (x,,),cn €
uma progressao aritmética de ordem k+ 1, entdo y, = Ax,, ¢ uma progressao aritmética de ordem

k. Portanto, pela hipétese de indugdo, y, € um polindmio em n de grau k e. Pelo Corolario 4.7,
n

Z yr € um polindmio de grau k + 1, segue-se do Teorema 4.5 que:

k=1
n n
Y =) Ax
k=1 k=1

Portanto, x,, ¢ um polindmio de grau k+ 1 e assim, concluimos a demonstragdo do Teorema. W
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Neste capitulo, apresentaremos alguns exemplos de exercicios envolvendo a relacdo en-
tre progressoes aritméticas de segunda ordem e fun¢des quadraticas. Também abordaremos al-
gumas aplicages das progressdes aritméticas de primeira e segunda ordem na resolugcdo de
problemas que, muitas vezes, aparecem em provas conhecidas como o Exame Nacional do En-

sino Médio (ENEM) e a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP).

Esses problemas podem ser solucionados utilizando as relacdes estudadas neste trabalho.

Com o objetivo de motivar o ensino e a pratica dessas relacdes, construiremos solu-
cOes para problemas de funcdes polinomiais baseadas em progressoes aritméticas. A ideia €

tratar problemas de fun¢des polinomiais como problemas de progressdes aritméticas, fazendo
as adaptacdes necessdrias, quando possivel, e buscando uma solugao alternativa.

5.1 Progressao aritmética de segunda ordem
5.1.1

O problema da bola que pula

(Adaptacao do problema da bola que pula, criada por Ediclaudio) Vamos supor que deixamos

cair de uma altura de 400m uma bola que pula. Vamos supor também que foram registradas as
alturas maximas atingidas pela bola nos trés primeiros pulos, conforme a figura a seguir

Figura 5 — A bola que pula

324m
e
) 'l' ‘\
)
[} / \\
1 ! . 256m
‘\ l' ‘\ L 8
1 7 [} AR
\‘ .l |‘ ,: \“ 196m
1 [ ’
[
\ l. \‘ I' \ < ~‘\
Vi Y \ ’l \\
i\ 1 [ ’
|‘l I" \" “'I
Fonte: Elaboracao prépria (2025)

Considerando que o padrdo dos valores das alturas maximas se mantera para os proxi-

mos pulos, qual € a quantidade de pulos que a bola devera dar até atingir a altura zero? Qual o

valor da soma de todas as alturas maximas atingidas pela bola, incluindo a altura inicial?
Observando o grifico, considere a sequéncia das alturas x,, = (400, 324, 256, 196, ...)

e a sequéncia y, = (324 — 400 = —76, 256 — 324 = —68, 196 — 256 = —60, ...). Note que y,

€ uma progressdo aritmética de razdo r = 8. Assim, x, é uma progressdo aritmética de segunda
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ordem e entio: -

X, = 5”2 + (yo— g)n + X0

= gnz + (=76 — g)n+400

= 4n* — 80n + 400.
Para descobrir quantos pulos a bola dard até a altura ser zero (ou seja, a bola parar de pular),
basta resolver em NU {0} a equaciio 4n> — 80n +400 = 0 e obter n = 10 (isso mostra que a
sequéncia x, possui 11 termos), como a primeira e a ultima altura (zero) ndo conta como pulo,

a bola dard 9 pulos até atingir a altura zero. Por outro lado, para somar os termos da sequéncia
X, = (400, 324, 256, 196, ...), utilizaremos a igualdade 4.3, ou seja,

r Yo 2 Yo 1
Spr1=—n>+=n —l—(x +———>n—|—x
n+1 6 D) 0 > 6 0
onde r = 8 e yp = —76 correspondem, respectivamente, a razao e o primeiro termo da progressao

aritmética y, = (324 —400 = —76, 256 —324 = —68, ...) associada a progressdo aritmética de

segunda ordem x,,, além disso, xo = 400 € o primeiro termo de x, e n = 10. Portanto,

8 5 76, 76 8
Si1=g-10° =210 +(4oo : 6) 10+400

4 4
= 5-1000—38-100—# (400—38—5) -10+400

4 4
= g — 3800+ (362— 5) -10+400
4 4
= g —?O — 3800+ 3620 + 400
:393ﬂ—180+400

= 1320+ 220 = 1540m.

5.1.2 Movimento uniformemente variado (M.U.V)

Na Fisica, o M.U.V é um tipo de movimento cujas caracteristicas principais sao: acelera-
cdo escalar constante e velocidade escalar que varia uniformemente com o tempo. A velocidade
escalar média (v,,) € a razdo entre o deslocamento de um mével (As) e o correspondente inter-

valo de tempo (Ar), ou seja,
As

Ar
Analogamente, a acelarac@o escalar média (a,,) é a razdo entre a varia¢do da velocidade escalar

Vm

instantinea (Av) e o correspondente intervalo de tempo (At), isto é,

Av
am = —.
A
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Observacao 5.1. A velocidade escalar instantinea v(¢) (respectivamente, aceleracdo escalar
instantdnea (a(t))) representa, ao longo de uma tragetdria, a velocidade (respectivamente, ace-
leragdo) de um movel no tempo . No caso do M.U.V, como a aceleragdo € constante, tem-se
am = a(t) para qual quer tempo ¢. Além disso, definimos Ar =t —tg e As = s — 59, onde 7 e &g
(respectivamente, s € sg) correspondem ao tempo final e inicial (respectivamente, posicao final

e inicial) do movimento que estd sendo estudado.

No M.U.V tem-se:
a=af(t)
pr—y am
- Av

A
_V—V()

-ty
Tomando 7y = 0, segue-se da tltima igualdade acima que at = v — vy, isto &,

Vv =vyg+at,

a qual € chamada de funcdo hordria da velocidade escalar para o M.U.V. Assim, seja ¢t um
nimero real ndo negativo; nesse caso, podemos associar a fungdo v = v(t) = vo + a(t) com a
func¢do afim estudada no Capitulo 3. Como exemplo, considere o esbogo do gréfico da fungdo
v abaixo, onde vy € uma constante positiva. Note que, As € a drea do trapézio abaixo do grafico

da func¢ao v.

Figura 6 — Velocidade em funcdo do tempo no M.U.V

4 velocidade

tempo

—

Fonte: Elaboragao prépria (2025)
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Logo,
AS:—(V—’—VO).I
2
_v0+at+v0 ;
N 2
_ 2vptat ;
2

r+ 22
=V —
L)

. 1. . a . .
Como As = s — 59, conclui-se da ultima igualdade que s — 59 = vot + Etz obtendo assim a im-
portante relacao:

s =s(t) = so+vot + gtz,

a qual é chamada de funcdo hordria do espago escalar para o M.U.V
(Carron; Guimaraes, 1997).

Dessa forma, podemos associar essa fun¢do com a fungdo quadratica estudada no capi-
tulo 4. Portanto, considerando a progresssao aritmética (to, t1, f2, ...), tem-se que a sequéncia
(s(t0), s(t1), s(t2), ...) é uma progressdo aritmética de segunda ordem pelo Teorema 4.3. Se
th=0,11=1, ..., t,=n, ..., entdo os pontos (1,s(ty)), (t1,5(¢t1)), ---, (tn,s(t,)) pertencem
ao grafico da fungdo quadratica s(t) = so + vot + gtz. Pela igualdade 4.1, tem-se:

r
a=r V():yo—i € S0 = X0.

Exemplo 9. Um mével em M.U.V descreve uma trajetéria retilinia e sua posicdo s(z), em

metros (m), em fungéo do tempo ¢, em segundos (s), é dada pela tabela a seguir:

Tabela 4 — Espaco em fun¢do do tempo no M.U.V

t s(1)
0 5
1 5
2 1
3 -7
4 -19
5 -35
6 -55

Fonte: Elaborac¢do préopria (2025)

Vamos calcular a aceleragao, a velocidade inicial, a posi¢do inicial e a func¢ao hordria do espago

escalar para esse movel. Pelo que foi discutido acima, sejam:
x,=(5,5,1, -7, —19, =35, =55, ...)

eyn=(5-5=0,1-5=—4, -7—1=-8, 19— (=7)=—12, —35—(—19) = —16, —55—

(—=35) = 20, ...), como y, é uma progressdo aritmética de razio r = —4, tem-se que x, é
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uma progressio aritmética de segunda ordem. Segue-se que: a = r = —4m/s*, vo = yo — g =
—4
0— 5 = 2m/s e so = xo = Sm. Portanto, s(t) = 5+ 2t — 2t* é a funcio procurada.
U

5.1.3 Jogo salto da ra

Esse jogo consiste de um tabuleiro com 7 casas e 6 pecas deixando a casa central livre.
As regras do jogo sdo: cada pega sé pode ser movida para uma casa vazia a frente, vizinha a sua
ou saltando sobre, no mdximo, uma pe¢a. Além disso, ndo € permitido saltar por cima de duas
pecas ou mais, como também saltar para tras. (Barros, 2011)

O objetivo do jogo € inverter a posi¢do das pecas que estdo de lados opostos em relacdo
a casa vazia. A tabela abaixo mostra o nimero minimo de movimentos necessario para mudar

de posi¢ao as pecas de cada cor

Tabela 5 — Jogo salto da ra

N° de pecas de cada cor | N° de movimentos necessdrios para inverter as pecgas
0 0
1 3
2 8
3 15
4 24
n Xn

Fonte: Elaboracdo prépria (2025)

Note que a sequéncia x,, = (0, 3, 8, 15, 24, ...) é uma progressao aritmética de segunda
ordem cuja progressdo aritmética associadaéy, =(3—0=3,8-3=5,15-8=7,24—15=
9, ...). Portanto xo = 0, yo = 3, r = 5 — 3 = 2. Para encontrar uma expressao para Xx,, isto &,
para saber a quantidade minima de movimentos necessdria para concluir o jogo, basta usar a

igualdade 4.1. Logo,

X —Inz—I—( —£>n+x

n= 5 Yo > 0
2 2

:§n2+(3—§>n+0

=n*+2n
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5.2 Progressoes aritméticas e funcoes polinomiais

Exemplo 10. ENEM - 2018 - Questdo 171 - Um projétil € lancado por um canhio
e atinge o solo a uma distancia de 150 metros do ponto de partida. Ele percorre uma
trajetoria parabdlica, e a altura mixima que atinge em relacio ao solo é de 25 metros.

Figura 7 — Trajetéria parabdlica do projétil

T ” ......n.......,....

K .
. .
o; e ;é\-

Fonte: Brasil (2018)

Admita um sistema de coordenadas xy em que no eixo vertical y estd representada a
altura e no eixo horizontal x estd representada a distancia, ambas em metro. Considere
que o canhdo estd no ponto (150;0) e que o projétil atinge o solo no ponto (0;0) do
plano xy. A equagdo da parabola que representa a trajetoria descrita pelo projétil é

a) y = 150x —x?

b) y = 3750x — 25x>

¢) 75y = 300x — 2x2

d) 125y = 450x — 3x2

e) 225y = 150x — x%. (Brasil, 2018, p. 28)

De fato, pela simetria da pardbola, o ponto mais alto (vértice da pardbola), possui coordenadas
(75,25). Como a sequéncia (0, 75, , 150, ...) forma uma progressao aritmética de razao 7 =75
e np = 0, a sequéncia x,, = (0, 25, 0, —75, ...) é uma progressdo aritmética de segunda ordem
cuja progressdo aritmética associada é (25, —25, —75, ...). Segue-se que xo =0, yo =25 e

r = —50, usando a igualdade 4.2 obtem-se:
2
Py L —l—( —I) i + X
"o\ 7 075 7 0
50 /n—0\?> 50\ /n—0
=_= 254 ==
2 (%) +(5+3) (555 +o
25 2 n
=5 +50(55)

n2_+150
225 " 225"

X2

Portanto a func¢do associadaa x, é y = 335 + Ex, isto &, 225y = 150x — x2.
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Exemplo 11. OBMEP - 2015 - Questdo 14 - Abaixo temos trés figuras pentagonais: a
primeira com 5 pontos, a segunda com 12 pontos e a terceira com 22 pontos. Continu-
ando esse procedimento de construcdo, a vigésima figura pentagonal terd 651 pontos.
Quantos pontos terd a vigésima primeira figura?

Figura 8 — Sequéncia de pentdgonos.

@,

5 12 22

Fonte: Brasil (2015)

A) 656

B) 695

0) 715

D) 756

E) 769 (Brasil, 2015, p. 3)

A sequéncia x, = (5, 12, 22, ...) é uma progressao aritmética de segunda ordem cuja
progressdo aritmética associada é y, = (7, 10, 13, ...). Aplicando a igualdade 4.1 com n €
NU{0}, r =3, xo =5 e yo = 7, o problema fica resolvido calculando x,9 (como n € NU {0},

x20 € 0 vigésimo primeiro termo da sequéncia x,). Logo:

3 ) 3
=—.20 7—=1-20+5
X20 5 +( 2) +

3 11
=—--4004+ —-2045
2 * 2 *

=600+110+5="715
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Exemplo 12. ENEM - 2013 - Quest@o 173 - O proprietario de uma casa de espeticu-
los observou que, colocando o valor da entrada a R$10,00, sempre contava com 1000
pessoas a cada apresentagéo, faturando R$10000,00 com a venda dos ingressos. En-
tretanto, percebeu também que, a partir de R$10,00, a cada R$2,00 que ela aumentava
no valor da entrada, recebia para os espetdculos 40 pessoas a menos. Nessas condi-
¢des, considerando P o nimero de pessoas presentes em um determinado dia e F o
faturamento com a venda dos ingressos, a expressdo que relaciona o faturamento em
fun¢do do nimero de pessoas é dada por:

_p?
F=—+460P
a) 20 +
P2
b) F=— —60P
) 20
¢) F=—P24+1200P
_p?
d F=—+60
) 20

e) F = P?>—1200P (Brasil, 2013. p. 29)

A tabela abaixo mostra o valor do faturamento em fun¢do do nimero de pessoas presen-

tes.

Tabela 6 — Faturamento em fun¢do do némero de pessoas

P (N° de pessoas presentes) | F (Faturamento)

1000 100010 = 10000
960 960-12 = 11520
920 920-14 = 12880
880 880-16 = 14080

Fonte: Brasil (2013)

Note que a sequéncia (1000, 960, 920, 880, ...) é uma progressdo aritmética, tal que,
7= —40 e nop = 1000. Por outro lado, a sequéncia x, = (10000, 11520, 12880, 14080, ...)
€ uma progressdo aritmética de segunda ordem cuja progressdo aritmética associada € y, =
(1520, 1360, 1200, ...), logo xo = 10000, yo = 1520 e r = —160. Portanto, utilizando a igual-
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dade 4.2, obtem-se:
r{n—ng 2 + ( r> n—ny n
Xy, — — - — X
"o\ F Y075 7 0

160 /n— 1000\ > 160\ /n— 1000
=-= ( 0 ) +(1520+ 2)( 0 )+10000

80 , 1600
_W(n —1000)* + 20 (n—1000) 4 10000
1
— —2—0(11 —1000)2 — 40(n — 1000) + 10000

2
_ _Z_O + 1001 — 401 — 50000 + 40000 -+ 10000

2

n
=——+460
20 + 60n
2
Portanto a equagao procurada é F = — o + 60P.

O

Exemplo 13. ENEM - 2017 - Questao 176 - A igreja de Sdo Francisco de Assis, obra
arquitetonica modernista de Oscar Niemeyer, localizada na Lagoa da Pampulha, em
Belo Horizonte, possui abobadas parabdlicas. A Figura da esquerda ilustra uma das
abdbadas na entrada principal da capela. A figura da direita fornece uma vista frontal
dessa ab6bada, com medidas hipotéticas para simplificar os calculos. Qual a medida
da altura H, em metro, indicada na figura 2?

Figura 9 — Abobada da igreja de Sdo Francisco de Assis

H metros

4 metros 3 metros
< La

T
'l 5 metros "

Fonte: Brasil (2017a)

a) 16/3

b) 31/5

¢) 25/4

d) 25/3

e) 75/2 (Brasil, 2017a, p. 30)

Da figura acima, fazendo o ponto (0,0) coincidir com a origem do plano cartesiano, podemos
extrair os pontos (0,0), (1,3), (5,H), (9,3), (10,0). Observe a tabela abaixo

Como (0, 1, 2, 3, ...) é uma progressdo aritmética, a sequéncia x, ¢ uma progressao
aritmética de segunda ordem. Segue-se, por defini¢cdo, que Ax, é uma progressao aritmética de

primeiro termo 3 e décimo termo -3, da expressao do termo geral obtem-se
Ax, =Ax1+ (n—1)r
—3=3+(10—-1)r
—3=34+9r
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Tabela 7 — Pontos da abdbada ilustrada

n Xn Axn
0 0 3

1 3| a3
2 a | b-a
3 b | ¢c-b
4 c | Hc
5 H | d-H
6 d | ed
7 e | f-e
8 f | 31
9 3| -3
10 0

Fonte: Elaboragdo prépria (2025)

6 2 2 77 2 55 2 2 1 )
Portanto,r:—gz—geAxn: (3, 3—5:5, 373°33 3° 1, 1—5:5).As51m,
a:§+3:13—6,b:§+13—6:23—1,c: 1+23—1:23—4e,ﬁnalmente

1 24 25
H=3+373

Exemplo 14. ENEM - 2017 - Questdao 170 - Em um més, uma loja de eletronicos
comeca a obter lucro ji na primeira semana. O gréfico representa o lucro (L) dessa
loja desde o inicio do més até o dia 20. Mas esse comportamento se estende até o
altimo dia, o dia 30.

Figura 10 — Lucro em fun¢do do tempo

Lucro (real) 4

3 000

>
0/5 20 Tempo (dia)
-1 000

Fonte: Brasil (2017b)

A representagdo algébrica do lucro (L) em fungéo do tempo (z) é
a) L(t) = 20r + 3000

b) L(r) = 20¢ + 4000

c) L(¢) =200¢
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d) L(¢) = 200f — 1000
e) L(t) = 200¢ + 3000 (Brasil, 2017b, p. 27)

Com efeito, o grafico acima forne os pontos (0,—1000), (5,0) e (20,3000). Como o
grifico é um segmento de reta, pode-se o relacionar a fun¢do afim L(x) e nesse caso, a relagdo
entre a funcdo afim e a progressao aritmética. De fato, pela igualdade a razdo r da progressao

aritmética (x,) associada a essa fung@o afim é dada por

_ L(20)—L(5)
20—5

X0 — X5

15

~3000-0

15

=200

Por outro lado, x; = L(1) = x5 —4r =0—4-200 = —800. Logo, de x, = x; + (n — 1)r, obtem-
se x, = 200n — 200 — 800, ou seja, x, = 200n — 1000. Segue-se que a equagdo procurada é
L(t) =200t — 1000.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta monografia, demonstramos como as fungdes polinomiais se relacionam com as
progressoes. Especificamente, estudamos as conexdes entre a fungdo afim e a progressao arit-
mética, bem como entre a fungdo quadratica e a progressdo aritmética de segunda ordem. Para
isso, abordamos esses conceitos, mostrando, por exemplo, que a sequéncia obtida pela restri¢ao
do dominio de uma funcdo quadrética (ou afim) ao conjunto dos nimeros naturais € uma pro-
gressdo aritmética de segunda ordem (ou uma progressao aritmética, respectivamente). Além
disso, generalizando essas relacdes, mostramos que uma sequéncia € uma progressao aritmética
de ordem k se, e somente se, seu termo geral for um polindmio de grau k em n, onde n e k s@o
nimeros naturais.

Nesse sentido, mostramos que uma funcdo é quadrética se, e somente se, transforma
toda progressdo aritmética em uma progressao aritmética de segunda ordem. Finalizamos o
trabalho com alguns exemplos e aplica¢des de provas do Exame Nacional do Ensino Médio.
Com este trabalho, buscamos motivar os professores do ensino médio a utilizarem essas relacdes
nas préticas pedagdgicas em sala de aula, como uma ferramenta adicional para que os alunos

compreendam e resolvam problemas que envolvem esses conteudos.
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