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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo demonstrar a irracionalidade de duas constantes matematicas
fundamentais: os nimeros 7 € e. Para isso, adotam-se abordagens cldssicas consolidadas na
literatura matematica. A irracionalidade de m € demonstrada a partir da prova apresentada
por Ivan Niven (1915-1999), reconhecido por suas contribui¢des a teoria dos ndmeros. Ja a
irracionalidade de e é abordada com base nos argumentos desenvolvidos na obra e: A Historia
de um Numero (1994). O estudo fundamenta-se em conceitos de andlise real, utilizando técnicas
e demonstracdes formais presentes em obras como (Neri, 2019) e (Lima, 2004) . Além da
fundamentacdo tedrica, o trabalho inclui um breve resgate histdrico sobre o desenvolvimento e a
importancia dessas constantes na matematica. O contetido apresentado visa contribuir para a
compreensdo do rigor matemdtico envolvido em demonstragdes de irracionalidade, bem como

destacar a relevancia dessas constantes em diferentes contextos cientificos.

Palavras-chave: nimero pi; nimero de Euller; irracionalidade.



ABSTRACT

This study aims to demonstrate the irrationality of two fundamental mathematical constants: the
numbers 7 and e. To achieve this, classical approaches well-established in the mathematical
literature are employed. The irrationality of 7 is demonstrated through the proof presented
by Ivan Niven (1915-1999), known for his contributions to number theory. The irrationality
of e is addressed based on the arguments developed in the book e: The Story of a Number
(1994). The study is grounded in concepts from real analysis, employing formal techniques
and demonstrations found in works such as (Neri, 2019) and (Lima, 2004). In addition to the
theoretical foundation, the work includes a brief historical overview of the development and
significance of these constants in mathematics. The content presented seeks to contribute to the
understanding of the mathematical rigor involved in irrationality proofs, as well as to highlight

the relevance of these constants in various scientific contexts.

Keywords: number pi; Euller number; irrationality.



2.1
2.1.1
2.1.2
2.2
2.3

3

3.1
3.2
3.3

4

4.1
4.2

5

SUMARIO

INTRODUCAO . . . o ittt e et e e e e e e e e e e e e eeeen 7
PRELIMINARES . . .. ... ittt ttttteeeeeennnn. 8
SEQUENCIAESERIES . . . . . . . i, 8
Sequéncia . . ... L L 8
SEries . . . .. e e 11
REGRAS DEDERIVACAO . . . . . . . it 13
TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO (PARTE2) . . .. ... .. 14
NUMERODEEULER € . . v oo vttt ettt e eieeeee 16
HISTORIADONUMERODEEULLER . . . .. ... ........... 16
EXISTENCIA DO Hm (14+1/m)" o 17
IRRACIONALIDADE DO NUMERODEEULLER . . . .. ........ 20
ONUMERO i « v v o oo e e e e et e e e et e e e e ettt 22
MOTIVACAO . . . . . . e 22
IRRACIONALIDADEDE pi . . o v v v oo i i i e e e e e 22
CONCLUSAO ... ..ttt ittt ittt i iteeeee. 27

REFERENCIAS . & ottt i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 28



1 INTRODUCAO

Os numeros surgiram na necessidade de contar objetos em atividades cotidianas, como a
agricultura. Ao longo do tempo foram sendo desenvolvidos sistemas numéricos como na antiga
Mesopotamia que desenvolveu um sistema numérico posicional de base 60 (sexagesimal), que
influenciou a contagem de tempo e angulos que usamos até hoje.

Os gregos j4 tinham um conhecimento sobre fracdo quando influenciados pelas ideias de
Pitdgoras e Euclides, introduziram conceitos abstratos sobre nimeros, como nimeros racionais e
irracionais.

Os pitagoricos, influenciados pela crenca de que “tudo é nimero”, consideravam que
qualquer quantidade poderia ser expressa como razao entre inteiros. Assim eles também faziam
aproximagdes para o nimero pi (7) que € a razdo entre o comprimento da circunferéncia e o seu
diametro. Essa visdo foi profundamente abalada com a descoberta da irracionalidade de /2 —
atribuida a Hipaso de Metaponto — que demonstrou a existéncia de nimeros que nao podem
ser expressos como fragdo como consta em (Boyer; Merzbach, 2019) . Tal descoberta teve um
impacto filoséfico significativo na matemadtica grega. Essa foi a primeira evidéncia da existéncia
dos nimeros irracionais.

Ja o nimero de Euler, denotado como ”¢”, € uma constante matematica importante que
surge em diversos contextos no estudo da matemadtica e em diversas dreas como: fisica em
modelos de decaimento radioativo, matemaética financeira, em formulas de juros compostos
continuos, entre outras aplicacdo que também a contante € de suma importancia. A historia
por trds do nimero de Euler remonta ao século XVII e estd ligada ao estudo do crescimento
exponencial e a resolucdo de problemas relacionados a taxas de mudanca. Ele surge naturalmente
quando Jakob Bernoulli (1655-1705), um matemaético suico, estava tentando calcular o limite de
(14 1/n)"™ quando n tende ao infinito e encontrou o valor aproximado de e

O trabalho esta divido em 4 capitulos onde a proposta do trabalho que é demonstrar a
irracionalidade das duas contantes, e e 7, esta presente nos capitulos 3 e 4, no capitulo 3 iremos
a principio verificar como que surgi a constante ¢ e posteriormente construir a demostracao
partindo da suposi¢do que a constante seja racional entdo chegando em uma contradicdo. Ja
no capitulo 4 serd demostrado a irracionalidade da constante 7 baseando-se na demostracao de
Ivan Niven (1915-1999) que também consiste supor que 7 seja racional para chegar em uma
contradicao. No préximo capitulo serd apresentado alguns resultados preliminares que servirao

como ferramentas para a demonstracao deste trabalho.



2 PRELIMINARES

Nesse capitulo serd apresentado defini¢des e resultados que serdo usados nos proximos
capitulos. Buscamos ser bastante sintéticos, demostrando alguns resultados e teoremas que serao

de suma importancia para a demostragcao da irracionalidade dos nimeros 7 e e.

2.1 SEQUENCIA E SERIES

A nocdo de limite tem um papel central neste trabalho, pois sdo dai que sai resultados
importantes como alguns teoremas ou defini¢cdes que serdo necessdrios para a constru¢do do
trabalho. Para isso apresentaremos alguns resultados sobre limites de sequéncias e séries que

serd usados nos capitulos 3 e 4 desse trabalho.

2.1.1 Sequéncia

Nesta secdo serd abordado um pouco sobre a definicdo de sequéncia e alguns teoremas
que € muito importe para a demostragdo da irracionalidade do niimero e que também pode ser

escrito como uma sequéncia, por isso a importancia da secao.

Definicao 2.1.1. Uma sequéncia de ndmeros reais ¢ uma funcdo = : N — R em que o valor
x(n) é denotado como x,,, onde n representa a ordem de cada termo da sequéncia . Escreve-se

(21,29, x3,...,2,) ou (x,) para indicar a sequéncia x.

* Uma sequéncia ¢ dita limitada quando ela é limitada superiormente e inferiormente ou

seja:

* limitada superiormente quando existe um ndmero real a tal que x,, < a paratodon € N,

ou seja, ., € (—oo,al.

* Limitada inferiormente quando existe um nimero real b tal que x,, > b paratodon € N,

ou seja, T, € (b, +o0.
* Uma sequéncia z,, € crescente quando z,, < x,41 para todo n € N, ou seja:
T < Lo < <y < ....

Se x, < x,41 paratodo n € N, entdo essa sequéncia é ndo-decrescente.

* Uma sequéncia z,, € decrescente quando x,, > x,,+1 para todo n € N, ou seja:
Ty > Ty > > Ty > ...

Se x,, > x,41para todo n € N, entdo essa sequéncia € ndo-crescente.



As sequéncias crescentes, ndo-decrescentes, decrescentes e ndo-crescentes sao chamadas de

sequéncias mondtonas.

Defini¢éio 2.1.2. O supremo (ou menor cota superior) de uma sequéncia (x,,), se ele existir, é

o menor nimero real que € maior ou igual a todos os elementos dessa sequéncia. Ou seja:
* O supremo de (z,), denotado por sup(z,,), ¢ um nimero a € R tal que:

1. x, < aparatodon € N (ou seja, a é uma cota superior para (z,);

2. Para qualquer € > 0, existe um termo da sequéncia z,, tal que a — ¢ < x,y < a (ou

seja, a € o menor valor que é uma cota superior).

De forma andloga, o infimo (ou maior cota inferior) de uma sequéncia (z,), se ele
existir, € o maior nimero real que € menor ou igual a todos os elementos dessa sequéncia. Ou

seja:
* O infimo de (z,,), denotado por inf(z, ), ¢ um ndmero b € R tal que:

1. x, > bparatodon € N (ou seja, b € uma cota inferior para (x,,);

2. Para qualquer € > 0, existe um termo da sequéncia z,, tal que b < z,,, < b+ ¢ (ou

seja, b € o maior valor que € uma cota inferior).
Observacoes:

* O supremo e o infimo de uma sequéncia sdo valores que a sequéncia “alcanca” ou “se

aproxima” nos limites superiores e inferiores.

* Quando uma sequéncia € limitada superiormente e inferiormente, esses valores (supremo

e infimo) sempre existirdo e estardo dentro do conjunto dos nimeros reais R.

* O supremo e o infimo de uma sequéncia também sao pontos de interesse em relacao ao

comportamento limite da sequéncia, especialmente em estudos de convergéncia.

1 1 1
Exemplo 2.1.1. Se x,, = — paratodon € Nentdo z = (1, gy
n n

limitada e decrescente, pois z,, € (0,1] e 2,41 < x,, paratodon € N

yee ) € uma sequéncia

Exemplo 2.1.2. Dadoa € N,0 < a < 1, seja

1 —ant!
Tp,=14+a+ - +ad"=—-"
1—a
paratodon € N.
Entdo, (z,,) é uma sequéncia crescente, pois 1 = =, + a™*t >z, paratodon € N; e

¢ limitada, pois 1 < z,, < ﬁ para todo n € N.
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Em particular, se a = 1, temos que

1
1 . 1
Lo = — 250 - =2
2n
- 1-=
2 2

paratodon € N.

1
Exemplo 2.1.3. Sejaa, =1+ — ' 4+ —

1 1 . . ‘
1 7+ -+ —.n € N. Asequéncia (a,) é crescente e é
n!

2!
limitada, pois
1

1
n <141
sttt g

para todo n € N.

1 n
Exemplo 2.1.4. Seja b, = (1 + —) ,n € N. A féormula do bindmio de Newton (que pode ser
n

provada por inducao) nos dé

-

ou seja,
b *1+1+1 1 L —1—1 1 ! 1 2
"o 2 n 3! n n
1 1 2 -1
+.”+——(L——>(1——>.”<1—” >.
n! n n n

Como 1 — % > (0,paral < j < n — 1, temos que cada b, € uma soma de parcelas

positivas. Além disso, cada parcela cresce com n, pois (1 — l) — lparal <j3<n-—1e,
n
também, o nimero de parcelas cresce com n.
Logo, b,1+1 > b, paratodo n € N, ou seja, (b,) é uma sequéncia crescente.

Observe ainda que (b,,) € uma sequéncia limitada, pois

1

1
|+4

1
0<b,<1+1+ |+3

5 i <3,

para todo n € N.

Definicao 2.1.3. Uma sequéncia € dita convergente se existe a € R de modo que para cada
nimero € > 0 é possivel obter um niimero natural ng tal que |z, — a| < ¢, paratodo n > ny. Em
outras palavras

a=limz, <=V e¢>0 3 nygeN;|z, —al <en>mnp.

n—oo
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Assim, lim x,, = a se, e somente se, todo intervalo aberto de centro a contém todos o0s
n—oo

termos x,, da sequéncia, salvo, talvez, para um nimero finito de indices n.

Exemplo 2.1.5. Seja x € R e considere a sequencia dado por z,, = x para todo n € N. Temos

que z,, — x. De fato pois |z,, — 2| = 0 para todo n € N. Por tanto, podemos escrever que
Ve>0n>1= |z, —z <e
Teorema 2.1.1. Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente

Demonstracdo: suponha que z, seja ndo-decrescente, ou seja, x, < x,.; para todo
n € N. Seja b € N tal que x,, < b para todon € N e seja a = sup(x,). Iremos mostrar que
lim z,, = a.
n—oo . - . . .

Posto que € > 0, assim a — € < a € a — € ndo € cota superior do conjunto dos termos da
sequéncia z,,. Logo existe ny € N tal que a — € < 2,0 < a, como z,, > x,, para todo n < ny,
entao

a—€e<Ty, <, <a<a+eVnelN

Assim, lim x,, = a.
n—oo
Agora suponha que z,, seja ndo-crescente, ou seja x,, > T, 15so0 para todo n € N. Seja
m € N tal que =, > m paratodon € Neseja L = inf(x,). Iremos mostrar que lim z, = L.
n—oo
Sabendo que existe € > 0, assim L + € > L e L 4 € ndo € cota inferior do conjunto dos
termos da sequéncia z,,. Logo existe ny € N tal que L 4+ € > z,,, > L, como z,, < z,, para
todo n > ng, entdo

L<z, <z, <L+eVneN

. Ou seja, |z, — L| < e assim lim z,, = L.
n—oo

2.1.2 Séries

A parti de uma sequéncia de nimeros naturais (z,) formamos uma nova sequéncia (S,,),

cujo termos sdo as somas:

S, =x1+2x2+--+x,,nEN,

o0
que chamamos de somas parciais da série E Zn, a parcela x,, € chamada de termo geral da
n=1
[e.e]
série. Escrevemos E r, = lim S, se o limite existir e, nesse caso, ele é dito o limite da
n—oo
n=1
[e.e]
série, dizemos que E x,, € convergente ou divergente se (S5,) é convergente ou divergente
n=1

respectivamente.
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Teorema 2.1.2. (Teste da comparacao) Seja x,, e y,, taisque 0 < z,, < y,, paratodon € N,

entdo a convergéncia de g y» iImplica na convergéncia de g x, enquanto a divergéncia de

n=1 n=1

oo o
g T, acarreta na divergéncia de E Yn

n=1 n=1
o o0

Demonstracgao: Seja S, e T}, as sequéncia das somas parciais de E Ty € E Y, respec-

. n=1 n=1
tivamente:

[e.e]
e Se Zyn converge entdo existe um ¢ > 0 tal que 7;,, < ¢, como z,, < vy, segue que
n=1
S, < T, paratodo n € N, logo a sequéncia .5,, também converge, pois S,, < c. Assim, a
o
série Z T, converge.
n=1
o0 [e.9]

* Se Z x,, diverge entdo a sequéncia S5,, nio é limitada ou seja ela tende a co. Entdo Z Un
n=1 n=1

diverge, ja que x,, < y, paratodon € N

Exemplo 2.1.6. A série geométrica Z a" é

n=0

* Divergente, se |a| > 1, pois, neste caso, seu termo geral ™ ndo tende para zero.

» Convergente, se |a| < 1, pois, neste caso, a sequéncia das reduzidas das ordens é

1_an+1
sp=14+a+a*+ - +a"=——,
l1—a

que tende para 7 . Isto é,
a

> 1
E a"=——, sela| <1
—~ 1—a

> 1
Exemplo 2.1.7. A séri _—
xemp serle; nn 1)
1 1
De fato, como — = — —
nn+1) n n+l1

S D
n = 2 273

¢ convergente e sua soma € 1.

, areduzida de ordem n da série é

L1y, 1
n n+1) n+1

Logo,
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Teorema 2.1.3. (Teste da Razdo, ou de d’ Alembert) seja (z,,) uma sequéncia de nimeros estri-

tamente positivos.

[e.e]

. Tn+1 ~ .
Se lim == < 1, entdo E x, € convergente
n—oo ,I‘n
n=1
T o0
. +1 o~ L, 4.
Se lim —/= > 1, entdo E x, é divergente.
n—oo aj‘n
n=1
~ . Tn+41 - .
Demonstra¢ido. Tomemos um ¢ € N tal que lim ~~— < ¢ < 1. Entdo existe um
n—oo T,

Tn+1

no € N tal que < cpara todo n > ng, ou seja, T, 11 < Cx,. Assim temos

n

Tpotr1 < CTp,
2
Lno+2 < CTny+1 <c Lnyg

3
Tno+3 < Clng+2 <c Tngy

Ty < Ay j € N

. . Tn41
Note que z,, > 0, assim 0 < lim —2F
n—oo T

[e.9]
<c<1,dai0 <c< 1lassimo chxno € uma série
j=1
geométrica de razdo ¢ € (0, 1) logo convergente. Dessa forma pelo teste da comparagio temos
o

que E T, também converge.
n=1

. Tp+1
Agora se lim —F
n—00  Ip

Tnt1 > T, dai segue que:

Tn+41

> 1 existe um ng € N tal que > 1 para todo n > ng, por tanto

n

Ly < Tno+1 < Lno+2 < ...

Assim a sequéncia dos termos gerais da série € crescente e por tanto nao tende a zero. Logo, a

série € divergente

Exemplo 2.1.8. Seja a série E _x' onde z € R.
n:
n=0

‘$’n+1 n! 2] e perceba que li _|a:|
. = u 11m
CES T T e e n 1

Como = 0, temos entdo que a série

oo xn )

E — € convergente para todo z € R.
n.

n=0

2.2 REGRAS DE DERIVACAO

A derivada € uma ferramenta utilizada para o estudo de taxa de variacdo seja em qualquer
que for o ramo da ciéncias ou também podemos vela ao encontrar a inclinagdo de uma reta
tangente como consta no (Stewart 2015), de maneira geral podemos definir as derivadas da

seguinte maneira:
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Definicdo 2.2.1. Seja f uma fun¢do definida em um intervalo que contém o ponto a. A derivada
de f em a, denotada por f’(a), é definida como:
h) —
f/(a):hm f<a+ }3/ f(a)’

h—0

caso esse limite exista.
Derivada como funcio: Se a derivada de f existe para todo z em um intervalo, podemos

definir a fun¢ao derivada f’ por:

, _fle+h) = f(z)
fiz) = Jim h ‘

Nesse caso, f’ € uma nova fung¢do que representa a derivada de f em cada ponto x do intervalo.

Teorema 2.2.1. (Regras de derivacdo) sejam f,g : A C R — R derivaveis em a € A e seja
c € R. Temos:

o fEtgéderivivelemae (f +g)(a) = f'(a) £ ¢ (a);
o cf éderivavelem a e (cf) (a) = cf'(a);
* fgéderivavelem ae (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);

* se g(a) # 0, entdo ! ¢ derivivel em a e
9

([)’ (a) = ['(a)g(a) — f(a)g'(a)

As demostragdes dessas regras sao feitas de forma direta através das propriedades de

limites que estdo dispostas no (Stewart 2015).

2.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO (PARTE 2)

Esse teorema ele faz a ligacdo entre as derivadas e integrais ele pode ser dividido em duas
parte e a que serd utilizada neste trabalho serd a parte 2 que esta sendo demonstrada de forma
mais direta, mas também pode-se ser vista nos livros de analise como , demonstragdes mais
rigorosas que envolve conceitos de convergéncia,limites e outras ferramentas analiticas, que diz
o0 seguinte.

Se f é integrdvel [a, b] e, se F' é derivdvel em [a, b] e f = F” é integrdvel em [a, b] entdo

F(b) — F(a) = / f(z)dzx
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Demonstracao:
Por hipétese, F'(x) = f(z) para todo = € [a, b]. Consideramos a integral definida de f

de a até b: ,
I:/ f(x)dx.

Pela defini¢c@o da integral definida como limite de somas de Riemann, temos:

n
I = lim fla)Axy,
[[Pll—0 =
i=1
onde || P|| ¢ a norma da parti¢do P de [a, b], 2} sdo pontos de amostragem em cada subintervalo,
e Az; sdo os comprimentos dos subintervalos.

Agora, como F' € uma primitiva de f, temos que:

para intervalos pequenos Ax;. Assim, a soma Z f(z7)Ax; se aproxima de F'(b) — F'(a) quando
i=1
a parti¢do se refina. Portanto:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Logo, a integral definida de f é dada pela diferenca entre os valores de F'em b ¢ a.
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3 NUMERO DE EULER ¢

3.1 HISTORIA DO NUMERO DE EULLER

n_n

O numero de Euler, denotado como "e", € uma constante matematica importante que
surge em diversos contextos, especialmente na andlise matematica. A historia por trds do nimero
de Euler remonta ao século XVII e estd ligada ao estudo do crescimento exponencial e a resolugao
de problemas relacionados a taxas de mudanca.

A histéria do niimero de Euler foi bem documentada por diversos matematicos ao longo
do tempo, incluindo Leonhard Euler, o proeminente matematico sui¢o do século XVIII, que deu
nome a constante. O livro (Maor, 2011) do matematico israelense Eli Maor é uma referéncia
popular sobre a histéria do nimero de Euler.

De acordo com esse livro e outras fontes, o nimero de Euler surge naturalmente em
situacdes de crescimento exponencial continuo, quando Jakob Bernoulli (1655-1705), um
matemdtico suico, estava tentando calcular o limite de (1 + 1/n)"™ quando n tende ao infinito e
encontrou o valor aproximado de e. Esse nimero foi estudado em detalhes por Euler e outros
matematicos, que descobriram suas propriedades notdveis em diversas dreas da matematica,
incluindo analise, cdlculo e teoria dos ndmeros.

Euler demonstrou que o nimero e estd intimamente ligado a funcdo exponencial, sendo a
base natural para esta fun¢do. A constante e é encontrada em férmulas que descrevem fendmenos
como: crescimento populacional, decaimento radioativo, juros compostos € muitos outros. Veja
um exemplo de como ele aparece em Juros compostos: primeiro, considere um capital inicial
P que € investido a uma taxa de juros anual r. Se 0s juros sdo compostos n vezes ao ano, o

montante A apds um ano é dado por:
r n
a=p(1+2)".
n
A medida que aumentamos n (ou seja, aumentamos a frequéncia com que os juros sio compostos),

o montante A apds um ano se aproxima de um valor limite. Em outras palavras, conforme n — oo

(composicao continua), essa expressao tende a:

lim P (1 n f)”
n

n—o0

. . - T n
Para entender o que acontece neste limite, podemos focar na expressao b, = (1 + —) ,
n
abaixo segue uma tabela coma a aproximacao de b,, fixando r = 1

Pela tabela 1 pode-se dizer que b,, ¢ aproximadamente 2, 718, isso ocorre porque, mate-

) 1\"
lim (1 + —) =e
n—o00 n

Portanto, substituindo  na expressdao acima, obtemos que:

maticamente, temos que:

. T\"
lim (1 + —) ="
n

n—oo



Aproximacao de b,, com diferentes valores de n

n (1 + %)n b,
1 1+’ 2
2 (1+1)° 2,25
5 (1+1)° ~ 2,488
10 (1+4)" ~ 2, 5937
50 (1+24)" ~ 2,6925
100 (1+ )™ ~ 2, 7048
500 (1+ )™ ~ 2,7163
1.000 1+ 25)" ~ 2,718
5.000 (1+ 5)™" ~ 2, 7181
10.000 (1+ ) | ~2,7182
50.000 (1+ i) | ~2,71827
100.000 | (14 i)™ ~ 2, 71828
500.000 | (1+ ees)” | & 2,718281
1.000.000 | (1 + i) | A2, 718282
10.000.000 | (1 + o) | A~ 2, 718282
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Fonte: Adaptada de (Maor, 2011).

Logo, quando os juros sdo compostos continuamente, o montante A apés um ano é dado por:
A=P.¢"

Para um periodo de tempo ¢, 0 montante se torna:
A=P-¢e"t

Assim 0 numero e tornou-se o primeiro nimero a ser definido por um processo de
limite. Essa relacdo mostra que e estd intimamente ligado a processos de crescimento continuo e
exponencial, sendo fundamental em diversas dreas, incluindo financas e ciéncias naturais.

Na préxima secdo serd demostrado a existéncia de e como consta na tabela 1, atreves da

expressdo (14 1/n)".

3.2 EXISTENCIA DO lim (14 1/n)"

n—00

Na se¢do anterior foi visto que o nimero e surge naturalmente de um crescimento
exponencial da expressdo (1 + —)" quando n tende ao infinito. Agora, serd demonstrado como
n

se pode calcular esse limite, entdo considere a sequencia a,, que tem como termo geral:

Basta mostrar que a,,, € mondétona, e limitada, assim o teorema 2.1.1 nos garante que a

sequéncia converge para um limite a. Primeiro, note que a,, > 2 para todo n > 2. Dado que
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todos os termos de a,, sdo positivos e, a partir do terceiro termo, € possivel ver que:

1 1 1 0
i+§+"'+a>

Logo a,, > 2, pois a soma dos dois primeiros termos 1 + % =2

Agora, observe que como todos os termos da sequéncia sdo positivos e a cada termo
somado a sequéncia aumenta, podemos dizer que ela ¢ monétona, assim a,, < a,11, l0go,
crescente.

Comon!'=1-2-3-....n>1-2-2-2.....2=2n"1

1 1
ap <l+14+-+-—%+...+ <1+2=3.

2 2.2 =177

Observe que a partir do segundo termo dasoma 1 + 1+ - + ... + + ..., temos uma

2 27171
~ ‘o <1 )
progressao geometrlca de razio 5, onde a soma dos termos €:

1
1——
2

Dai a,, < 3, logo limitada , ou seja, seus valores nunca ultrapassam 3. Com isso o0 teorema nos

garante que a sequéncia a,, converge para um limite a quando n — oo.
n

Agora, vamos considerar a sequéncia b,, = (1 + — | , sera mostrado que essa sequéncia
n

ela também converge e melhor para 0 mesmo limite de a,,.

Para tal demonstracdo, podemos verificd-la utilizando a férmula binomial de Newton que

n
¢ utilizada no ensino bésico, onde iremos expandir a expressao b,, = <1 + —) .
n

= (@) G = O G+ Q) + -+ 0 G
:1+n-%+%(%)2+n(n_g(n_2) (%)3++%(%)n
:1+1+%<1_%>+%(1_%> (1_%>

+...+%(1—%) (1—%)...(1—";2> <1—”;1).

Observe que na terceira igualdade cada termo do parentes é menor que 1, dai, temos que

b, < ay,, o que faz com que b,, também seja limitada superiormente por 3.

Além disso, note que b,, € estritamente crescente pois b,,.1 > b,. Certamente pois,

1 1 1 1 2
by =141+ = (1— —(1- 1—
=i +2!( n+1)+3!( n+1)< n—l—l)
1 1 2 n
it —m—— (1 — —— 1-— A :
N +(n—|—1)!( n+1>< n—l—l) ( n—l—l)
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1 1
Perceba que a ultima parcela de b,, [m <1 — —) e <1 — i 1 )} ¢ maior
n ! n

que zero pois todos seus termos sao positivos assim:

b >1+1+1 1 1 +1 1 1 1 2
ntl 2! n+1 3! n4+1 n+1

. +1 1 1 1 2 1 n—1
ol n+1 n+1/) " n+1)"

k

1 1
Mascomo,n<n+1l=—>—=1——<1-— NV E>0.
) n n+1 n n+1
Considere £k =1,2,3,...,n — 1, assim:

—_

b >1+1—!—1 1 L +1 1 ! 2
i 2 n+1) 3l n+ 1 n+1
1 1 2 n—1
o+ —= 1= 1-— —
* +n!( n—|—1>< n—l—l) < n—l—l)
SR CU B S N S B Pt
2! n n! n n n

Entdo b, 1 > b,, por tanto b,, é crescente e limitada, logob,, é convergente, assim deve

—_

existir b € R, com 2 < b < 3, tal que b,, se aproxima de b a medida que n aumenta

Agora, precisamos mostrar que a = b. Para tal iremos mostrar que a > be a < b.

Para a primeira desigualdade é notério que a > b pois ja mostramos que a,, > b, para
todo n. Entdo,

a= lim a, > lim b, =b
n—oo n—oo

Vamos mostrar agora que a < b, para tal seja m < n um inteiro fixo assim vamos

escrever os m + 1 primeiros termos de b,,:

ereb -] (-3 (-2 (-5 (-25)

Como m < n e todos os termos sdo positivos esta ultima parcela € menor do que a ultima parcela

de b,, logo:

b1+t~ (1- )= (122 (-2 (1oL
21 n m)! n n n n

Agora, da desigualdade acima como m € fixo vamos fazer com que n — o0, assim a soma

: 2 m—1 . :
tende para um a,, pois os valores 1 — — 1 — — ... 1 — se aproximas de 1, ou seja,
n n
lim, 0o b, > 14+ —+ =+ ...+ — = a,,, para qualquer que seja o m, assim b > a,,. Mas ja

12 m!
vimos que a > b. Logo pela desigualdade s6 podemos ter que b = a = e.

Finalmente agora podemos demostrar a irracionalidade do niimero e
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3.3 IRRACIONALIDADE DO NUMERO DE EULLER

Para demonstrar a irracionalidade do nimero (e), empregaremos o método da contradi¢do
que é o mesmo utilizado por Maor (2011) o qual consiste em supor, inicialmente, que (e) é um
ndmero racional. Ao investigarmos essa hipotese, logo nos deparamos com uma inconsisténcia,
conduzindo-nos a uma conclusio contraditdria.E assim vamos concluir a irracionalidade de e.

Supondo que e € racional, entdo e = ]—), com p e ¢ primos entre si. Como vimos 2 < e < 3,
dessa forma e ndo pode ser um inteiro logo ¢ > 2. Sabemos que:

L LA
—=e= — 4+ —=4... +—
q 1 2 n!

Multiplicando ¢! em ambos os lados ficamos com:

p-q 1 1 1 1 1 1 1
T:q! 4=+ =4 —F . F———F———— .+ —...

2t 3l (=1 ¢ (¢+1) n!
M:ql+ql+q_!+q_!+ + q! +q_!+ q! + _|_q_!

' 2l 3 T (g1 g (g+ D) T
plg—D)'=[g"+q +qlg—1)-...-5-4-34q(¢g—1)-...-5-4+...+q¢+1]
T ! o !

(¢+1)  (¢+(+2) ~ (¢+1(@+2)-...-(g+n)
|
+..+L
n!
Consequentemente,
plg— ) —[g'+q +qlg—1)-...-5-4-34¢q(g—1)-...-5-4+...+q¢+1] =
1 1 1 q'

+ +.oo 4=
(¢+1) (¢+1)(g+2) (@+1)(g+2)-...- (¢ +n) n!
Observe que o primeiro membro da igualdade se trata de uma diferenca de produtos de

numeros inteiro, logo é um nimero inteiro, ja o segundo membro da igualdade ndo podemos
. . 1 .
afirma pois se trata de fragdes, e ainda tem-se que ¢ > 2 = — < 7 Dai,qg+1 > 3.
q

Logo da igualdade anterior temos que:

!
1 1 ! b

E e e R e D I e T

1 1 )
Observar que - + — + 3 .se trata de uma progressao geométrica de razdo — onde fazendo o

1

+32

1
+§+...

W~ Wl

uso da féormula da somas de termos de uma P.G. infinita temos que
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Portanto

plg— D! =[g'+¢'+q(¢g—1)(¢—2)-...-5-4-34q(g—1)(g—2)-...-5-4+... 4+q¢+1] <

N | —

. . . o 1
Com isso temos um absurdo pois ndo exite um ndmero inteiro entre 0 e —. Tudo apds supor que

e ¢ um ndmero racional, assim concluimos que e € irracional.
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4 O NUMERO pi

Neste capitulo, nosso objetivo € apresentar e analisar a demonstracao cldssica de Ivan
Niven (1915-1999) sobre a irracionalidade do nimero 7. A demonstra¢dao de Niven oferece uma
abordagem mais contemporanea para demostrar que 7 € irracional. Aqui sera mostrado de forma
mais minuciosa os principais conceitos e técnicas matematicas envolvidas. A demonstragdo
consiste em supor que 72 € racional, e mostrar que essa afirmagdo leva a uma contradicdo.

Consequentemente 72 é irracional, e, logo 7 € irracional.

4.1 MOTIVACAO

O numero 7 (notagdo que foi utilizada pelo matemdtico William Jones (1675 - 1749)) é
uma constante matemaética fundamental que representa a relagcdo entre a circunferéncia de um
circulo e seu diametro. A sua histéria se remete a muitos anos atras com civiliza¢des antigas
como os babilonicos e 0s antigos egipcios.

No velho testamento (I Reis 7:23) onde se retrata da edificacdo do palacio de Salomdo
neste versiculo podemos ler: “Fez mais o mar de fundi¢do, de dez c6vados duma borda até a
outra borda, redondo ao redor e cinco cdvados de alto; e um cordado de trinta covados o cingia
em redor” pelo que estd escrito pode se concluir que 27 = 30 e assim 2r = 10, e daf segue que
m = 3, e isso fol usado por muitos anos no oriente antigo, mas isso ndo € verdade. ,

4

Segundo o papiro Rhind a quadratura do circulo egipcia € dada por m = 3) =

3,1604..., mas as primeiras tentativas cientificas para encontrar o valor de pi aparenta ter sido
por Arquimedes e depois Claudio Ptolomeu e dai ao logo da historia vérios outros grandes
matematicos aperfeicoaram mais ainda o valor de 7.

Hoje sabemos que 7 ¢ um nimero irracional com trilhdes de casas decimais ja provadas,
mas a sua irracionalidade s6 foi provada no século XVIII por Johann Heinrich Lambert (1728
- 1777) provou que 7 € irracional. Entdo surgiram vérias demonstracdo a qual uma delas foi

demostrada em 1947 pelo matematico canadense Ivan Niven (1915-1999).

4.2 IRRACIONALIDADE DE pi

Para construir essa demonstragcdo serd necessario as seguintes condigdes.

n 1 n
Lema 4.2.1: dadon € N, seja f : R — R dado por f(x) = M paratodo x € R.
n!
Entao:
1
1. 0 < f(z) < — paratodo z € (0,1).
n!
- 1 1 2
2. Existem ¢, 11, Cnta, - -+, Con € Ztal que f(x) = —(cpx™ + cporx™ ™ + ...+ copz®™)

n!

para todo = € Z.
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3. Paratodo k € N, temos f*(0), f*(1) € Z, onde f* denota a k-ésima derivada de f.

Demostracao 1:
Como0<z<lentio0<z"<lel0<(1—2)" <1,
Logo
O<z"(l—-2)"<1

1
Multiplicado a desigualdade por — temos que:
n!

"1l —x)" 1
O< I(—Z‘) < —
n! n!
Por tato
1

Demostracao 2:
Para a segunda demonstrag@o serd analisado o termo (1 — )" realizando a expansao

desse termo temos que
(1—2)"=cy+crr +cox® + ...+ cpz”

Agora multiplicado a expressdo por x"

(1 = 2)" = " + Cop1 @™ ™ 4 L g™

Logo
1
f(«r) = ﬁ(cnxn + Cn+1xn+1 + . + C2nx2n>

Demostracao 3:
A ultima parte deste lema sera dividida em duas partes.
1° Parte: f*(0) =0se0 <k <nouk >2n

1
f(-r) == E(Cnxn + Cn+]_$n+1 + v + CQnLL'Qn)

Logo é facil perceber que f(0) = 0 pois todos os coeficientes de f sdo miiltiplos de x

Por outro lado observe que:

1

f(l)(x) = —'(ncnxn_1 + (n+ 1)epp12™(n + 2)cppoz™ ™ + - 4 2005, 2% )
n!
1

fA) = —(n(n — Depx" 2 4 (n+ Dnc 2™+ (n+2)(n + 1)cpy0a”
n!

+ -+ 2n(2n — 1) O™ ?)

n+2)!

(2n)!

Cn+2$2 + -+ |
n.

1
= ﬁ(n!Cn + (n+ Dlepz + (

Con™)



24

Logo, pode-se concluir que f*)(0) € Z, pois quando k& < n todos os termos dependem
kle,
n!

de x logo no ponto 0, f*)(0) = 0 e quando k = n, f*(0) =

Se continuar com as derivagdes segue que:

O (z) = (%((n + Dlepsr + (n 4+ 2)lepox + -+ - + (752_71)1')' conz™ )
Fn+2) (z) = (%((n +2)lepio+ (n+3)lepazr + -+ + % "2

() = %(Qn!c%).

Observe que a partir da derivada k£ > 2n sempre tem uma funcdo nula, logo conclui-se
que:

f%(0) = 0 quando k < nou k > 2n e f¥(0) € Z quando n < k < 2n.
Agora verifique que f*(1) € Z. Nesse caso perceba que:

F(1—2) = (1—2z)"(1—-(1—2x)" _ (1 —x)" _ ),

n! n!

Vejamos que

fl@)=f1-z)= f(z)=—-f1-z)e f*(z) = (-1)*f(1-2),

recorrentemente f*(x) = (—1)*f*(1 — z) daf,

FFO) =D -1 = (D0 ez

) , ... ma"
Lema 4.2.2: seja a um ndmero € N, entdo lim — = 0.
n—oo nl!
n

~ . o ﬂ-a ~
Demontracdo: Considere a série E T entao temos que:
n!

n=0
n+1
. (n+1)! . wa™tt onl , a
lim ———— = lim —— - —— = lim =0
n—00 yes n—00 (n —+ 1)‘ wa™ n—oo N 4+ 1
n!
7.[.an—‘rl
o0
. n+ 1)! N L. Ta"
Como lim % < 1 logo temos que, pelo teste da razdo, a série —— é convergente €,
g que, p g
n—oo m™a n!
n=0
n!

n

. . Ta
em particular lim — = 0.
n—oo n)
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Teorema 4.2.1. 72 ¢ irraci%nal.
Suponha que 72 = 7 onde a e b € Z, assim vamos definir F'(z), onde f é o polindbmio

de grau 2n do lema 2.1, da seguinte maneira:

n

F(a) =03 (= 1) a2 )

Jj=0

= (r f (o) = A ) e (1) P ) (1) ()
Note que cada termo constates da F tem a seguinte forma
bn(—l)n_j’ﬂ2j — (—1)n_jbn(7r2)j

2

a L
Como 7° = 7 dai temos que (—1)""70"7a’ € Z para todo j entre 0 e n. Além disso como o

lema 2.1 nos garante que f*(0) e f*(1) € Z para qualquer k € N conclui-se que F'(0) e F'(1)
também sdo inteiros

Agora vamos considera a funcdo G da seguinte forma:
G(z) = FV(z)sen(nz) — mF(z)cos(mzx)
Desta forma podemos estabelecer a seguinte condicao:
G (z) = n%a" f(x)sen(rx)
Demostracao: aplicando a regra do produto em G temos o seguinte

G (z) = FO(x)sen(rz) + nFY (x)cos(mx) — nFV (x)cos(mz) + n2F(z)sen(nz)
= FO(x)sen(rx) + w2 F(x)sen(rz)
= sen(nz)[FP(z) + m2F ()]

Note que

FO (@) = a1 (@) = 787D O (@) + -+ ()" DO ) + (-1 O )

T F(x) = 0 [r®2 fa) = 7 ) 4 (S @) + (1) e P ()

Observe que a soma de F'?)(x) + 72 F(x) se trata de uma soma telescopia, ou seja, 0s
temos se anulas sobrando apenas o termo inicial e o termo final uma vez que f*"*?)(z) é nulo

pelo Lema 2.1, temos que:

F(z) + 7 F(x) = 0"(a®"* f(2) + (=1)" fE+2 ()
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. Logo:
G (x) = sen(mz)[b" (72 f(z) + (=1)" f22) (2))]
= sen(mz)b"r @ f ()

— sen(na)n2b" ( b)" fl&) = w2a" f(x)sen(nz).
O Teorema 2.3 nos garante que:
/O 20 f(a)sen(ma) di = FO)sen(r) — mF(Lcos(x) — [FD(0)sen(0) — xF(0)cos(0)]
_ 2 F(1) + 7F(0) = 7[F(1) + F(0)].
Assim: .
2 /0 o f(z)sen(nz) dz = w[F(1) + F(0)].
Logo, 1
. /O a" f(x)sen(nz) dz = [F(1) + F(0)] € Z.

Por tanto 7 / a" f(x)sen(mwx) dz € um nimero inteiro.
0

1
Entretanto vimos que 0 < f(x) < — e além disso 0 < sen(mx) < 1,comz € (0,1).
n

Destas afirmagdes segue que:
1
0 < f(x)sen(mx) < —.
n!

Da desigualdade a cima, multiplicando 7wa™ temos

0 < ma"f(z)sen(mx) <

Agora integrando a desigualdade acima temos

! ma® (!
0< 7r/ a" f(z)sen(mx) dx < / dx.
0 0

n!
Mas,
ra" [* ma" ma"
dr. = x| =
n! Jo n! n!
Logo,
o Ta"
O0<m [ a"f(z)sen(mzx)dr < —-
0 n!

n

Do Lema (4.2.2) podemos tomar n suficientemente grande tal que < 1. Mas,

n!

1
T / a" f(x)sen(mx) dzx se trata de um nimero inteiro e,
0

1 Ta™
0< 7T/ a"f(x)sen(rx) dr < — <1
0 n.
Logo absurdo pois ndo existe nimero inteiro entre O e 1. Essa contradi¢do aconteceu por supor

que 72 é racional. Portanto, 72 € irracional e consequente 7 também € irracional.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi demonstrada a irracionalidade das constantes matematicas 7 € e,
amplamente utilizadas no ensino basico. A irracionalidade do nimero e pode ser abordada no
ensino médio, pois € uma demonstracdo mais acessivel. A irracionalidade de 7, por sua vez, foi
provada por meio da abordagem de Ivan Niven, que, apesar de bastante utilizada, apresenta uma
complexidade maior em comparag¢do com a demonstracao do nimero e.

Esses resultados servem como base para o aprofundamento em propriedades adicionais

dos nimeros transcendentais e suas aplicacdes em diversas dreas da matemadtica e das ciéncias.
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