UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
CAMPUS DE ARAPIRACA
CURSO DE MATEMATICA LICENCIATURA

RODRIGO MATTHEUS SILVA LIMA

Métrica Funk e suas Aplicacoes

Arapiraca
2019



RODRIGO MATTHEUS SILVA LIMA

Métrica Funk e suas Aplicacoes

Trabalho de conclusdo de curso apresen-
tado ao corpo docente do Curso de Mate-
matica Licenciatura da Universidade Fede-
ral de Alagoas - UFAL, Campus de Arapi-
raca, como requisito parcial para obtencao
do grau de Licenciado em Matematica.
Orientador: Prof. Dr. Rinaldo Vieira da Silva
Junior

Arapiraca
2019



RODRIGO MATTHEUS SILVA LIMA

Métrica Funk e suas Aplicacdes

Trabalho de conclusdo de curso apresen-
tado ao corpo docente do Curso de Mate-
matica Licenciatura da Universidade Fede-
ral de Alagoas - UFAL, Campus de Arapi-
raca, como requisito parcial para obtengao
do grau de Licenciado em Matematica.
Orientador: Prof. Dr. Rinaldo Vieira da Silva
Junior

All4 %/// &////r

Prof Dr. Rlnaido Vieira da Si Junlor
Orientador

@w\rv&m Cl:()uw 4y Ouauwis m'zz}u

Prof. Me. A)rnan Filipe de Argujo Oliveira
Examinador

Banca Examinadora:

\/dfu?mm O/{Vjﬂ\~ /(;w}: V{//w

Prof. Me. Wagner Oliveira Costa Filho
Examinador




AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus por ter me permitido chegar até aqui. Aos
meus pais Claudio e Monica, a minha irma Emilly, por todo apoio em todos os sentidos
durante meu caminho, e todos os demais familiares, em especial a minha madrinha
Fatima, agradeco por todo amor, forca, incentivo e apoio ao longo de toda a minha
vida. Agradaco ao meu avé Jodo que me fez gostar da matematica e que infelizmente
acabou falecendo enquanto eu estava na faculdade.

Agradeco aos meu amigos: Carlos Henrique, Danilo Vitor, Deivid Santos, Gilmar
Batista, Rodrigo Costa e Samuel Araujo, as risadas, que compartilharam comigo nessa
etapa tdo desafiadora da vida académica, também fizeram toda a diferenca. Com o
grupo de estudo formado me ajudaram a obter um melhor aproveitamento académico
e me ajudaram a desenvolver este trabalho. Aqueles amigos e colegas de sala que
estudei junto por quatro anos: Aline, Cassia, Jonathan, Juci, Leiziane, Tati, Carol e
Nathan.

Agradeco ao meu Orientador Prof. Dr. Rinaldo, por sempre me apoiar e incentivar
durante o curso a participar de pesquisas que contribuiram muito para minha formacao.
Aos professores Rinaldo, Ornan, Wagner, Fabio Boia, Eben, Vanessa, José Arnaldo,
Ademaria e José Barros, e todos os outros que participaram da minha formagao.

Por fim, a banca examinadora, por ter aceitado o convite de avaliar este trabalho.



RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de apresentar a métrica Funk em um dominio estritamente
convexo e suas aplicagbes, mostrando conceitos basicos de Espagos Métricos e Geo-
metria Diferencial, incluindo métrica, estudo de geodésicas e curvas parametrizadas.
Para isso, iremos mostrar como se comporta a geodésica dessa métrica, como ela
pode ser vista do ponto de vista projetivo, como as bolas da métrica podem ser de
diferentes tamanhos e formatos e diferentemente da métrica usual elas ndo sao simétri-
cas. Apresentaremos uma métrica que apesar de ser parecida com a métrica funk tem
algumas diferengas significativas. E também mostraremos como a métrica Funk pode
se relacionar com outras areas da geometria.

Palavras-chave: Métrica Funk. Geometria Diferencial. Espacos Métricos.



ABSTRACT

The objective of this work is to present the Funk metric in a strictly convex domain and
its applications, showing basic concepts of Metric Spaces and Differential Geometry,
including metrics, study of geodesics and parametrized curves. For this, we will show
how the geodesic of this metric behaves, how this metric can be seen from the projective
point of view, how the balls of the metric can be of different sizes and formats and unlike
the usual metric they are not symmetrical. We will present a metric that, although similar
to the funk metric, has some significant differences. And we’ll also show how the Funk
metric can relate to other areas of geometry.

Keywords: Funk Metric. Differential Geometry. Metric Spaces.
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1 INTRODUCAO

Em 1929, Funk introduziu uma estrutura tautoldgica de Finsler, é a estrutura que
a bola unitaria em um ponto z pertencente ao dominio € o préprio dominio, mas com o
ponto = sendo o centro. A partir desta estrutura € formada uma distancia tautolégica em
um dominio estritamente convexo em R"™, a chamada métrica Funk. Mas que naquele
tempo ndo era conhecida com o nome “métrica Funk”, sendo assim chamada nos
trabalhos posteriores de Busemann.

Com base nisso, esta pesquisa tem o intuito de apresentar a métrica Funk,
estudando seus conceitos, propriedades e suas aplicacdes, de um contetdo que cada
vez mais tem mostrado sua importancia na drea da geometria.

No primeiro capitulo apresentaremos os conceitos preliminares de espacos
métricos que sao necessarios para realizar este trabalho, como por exemplo métrica,
distancia de um ponto a um conjunto e bolas. No segundo capitulo mostraremos alguns
conceitos de geometria diferenciavel, como curvas regulares, superficies regulares e
geodésica.

No terceiro capitulo iremos apresentar as propriedades e teoremas que foram
desenvolvidos nessa area, com suas devidas demonstragdes e observagdes. No capi-
tulo 4, sera realizado uma apresentacéo das aplicagées da métrica Funk mostrando
duas métricas que estao muito relacionadas a métrica Funk. Para finalizar temos o
capitulo 5, onde sera feita uma conclusao do trabalho com tudo aquilo que foi aprendido
durante sua realizagao.

Para a melhor compreensao deste trabalho é recomendado que o leitor tenha
conhecimento basico em espacos métricos e geometria diferencial, recomendamos o
livro Espacos Métricos de Elon Lages Lima e o livro Geometria Diferencial de Curvas e
Superficies de Manfredo Perdigao do Carmo.

Também é preciso mencionar que todas as imagens apresentadas no trabalho
foram desenvolvidas no software GeoGebra.
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2 ESPACOS METRICOS

Neste capitulo apresentaremos alguns conhecimentos basicos de espacos
métricos como métricas, espago métrico, subespaco de um espago métrico, distancia
de um ponto a um conjunto e distancia entre conjuntos. Recomendamos ao leitor, uma
leitura prévia de (LIMA, 2015).

2.1 Meétricas

Definicao 2.1. (Métrica). Seja M # @. Uma métricaem M é umafuncdod: M xM — R
que associa a cada par (z,y) € M x M um numero real d(z,y), chamado a distancia de
x ay, de modo que as seguintes condicées sejam satisfeitas para quaisquer x,y, z € M:
(1) d(z,y) 20,ed(z,y) =d(z,2) =0 v =1y;
(2) d(z,y) = d(y,z);

(3) d(x,y) < d(z,2) +d(z,y).

Observagao 2.1. d(z,y) |é-se: distancia de z até y.

2.1.1  Espaco Métrico

Definicao 2.2. (Espaco Métrico). Chamamos de espago métrico um par (M, d) onde
M é um conjunto e d € uma métrica em M.

Os elementos de um espaco métrico podem ser fungdes, conjuntos, vetores
e numeros. Mas nés chamaremos estes elementos de pontos de M. Vejamos agora
alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 2.1. (Métrica zero-um). Seja M # &, qualquer conjunto M pode tornar-se um

espaco métrico. Definindo d : M x M — R dada por

0, sex=y

1, sex#y

d(z,y) =

assim, as condicdes (1) a (3) séo facilmente verificadas.
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Com efeito, veja que d satisfaz (1): Se = # y, temos que d(x,y) = 1 e portanto
d(z,y) > 0. Se z =y entdo d(x,y) = 0, isto & d(x,y) = 0.

Do mesmo modo d satisfaz (2): Caso = = y = d(x,y) = 0 = d(y,z). Caso
£y =dry) =1=d(y,x).
E também d satisfaz (3):

Se r = y entdo d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) é bbvio. Se = # y entéo
d(z,y) =1 < d(zx,z) + d(z,y), assim como estamos lidando com a métrica zero-um
temos apenas duas opgdes, x = z ouU x # z, S&0 elas:

e COmzr=z2=2#y,dai,1 <0+ 1.

e Comuz # z = d(z,2z) =1, assim, d(z,y) = 0 ou d(z,y) = 1.

Portanto, d € uma métrica em M.

Exemplo 2.2. (Subespaco; métrica induzida). Se (M, d) € um espago metrico, todo
subconjunto S C M pode ser considerado como espago métrico, para que isso aconteca
€ necessario considerar a restricdo de d a S x S, ou seja, usar entre os elementos de S
a mesma distancia que os mesmos possuiam como elementos de M. Deste modo, S
chama-se um subespaco de M e a métrica de S diz-se induzida pela de M.

Exemplo 2.3. (Métrica Usual em R). A distancia entre dois pontos z,y € R é dada por

d: RxR — R

onde as condigdes resultam das propriedades do médulo.

Exemplo 2.4. (O Espaco Euclidiano R™). Ha trés métricas naturais em R". Sejam
r=(x1,...,2,) €Yy =(y1,...,ys) pontos de R", entdo definimos:

1

2 2 - 2 2

d(z,y) = /(@1 — )2+ + @ — )= | D (mi—w)?|
=1
d(z,y) =|rr— |+ +on =yl =D |z —uil e
i=1

d/'(%y)Zmaxﬂxl—y1|,---,|$n—yn|}ZEQ%Z{W—?M}-
Logo d,d',d” : R* — R s&o métricas, pois, tomando =z = (z1,...,2,),

y=(Y1,---,Yn) € 2= 1(21,...,2,) emR", temos:

e d é métrica.
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(1): Como d é a raiz quadrada de um numero nao negativo, entdo temos que
d(xz,y) > 0.
rT=y = x;,=Y;,"i

= d(z,y) =v02+---4+02=0.
Note que

dr,y) =0 = d*(z,y)=0
= (@1 —y) ot (@ —ya)* =0
= x;—y; =0,Vi
= x; =Y,V
=

x=1y.

(2): Veja que d satisfaz essa condi¢cao facilmente, segue

= [Z(yz - IZ)Q] =d(y, ).

=1

N[

d(x,y) = [Z(fv - yf] = [Z(fﬂ? — 22y + ;)

1=1 =1

Para provarmos (3), precisamos estabelecer primeiro a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz em R” cujo enunciado é o seguinte: Se z1,...,z, € y1,...,y, SA0 nUmeros
reais arbitrarios em R", entao:

A desigualdade 2rs < r? + s% é verdadeira para quaisquer r,s € R ja que

(r—s)>=r?—2rs+s*>>0. Assim, se fizermosp = /22 + ...+ 22 eq= V/y? +... + 2
é verdadeira a relagao

. . 2 2
2@.@<%+%,Vi6{1,---7”}-

p q p

Assim, seguem as desigualdades:

Jol Il _ ot
p q¢ — p ¢
p q — p ¢
o<
ol Wl 2 g
P q P q
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Somando estas desigualdades temos:

- |z |yl = z? . Z/<2
2 __g _Z+ T
Portanto

p.q;!xz yz\§;p2+;q2

1 1
ComOp:\/x%—i—...—l—x%:(Zx?) eq:\/y%—k...—f—y%:(ny) , entdo
=1

i=1

p?=> 1r?eq* = >y Assim, substituindo p* e ¢* por >_ z? e >_ 42, obtemos:
] = i=1 i=1

2 n
Y iyl <14+1=2

L
Deste modo .
> iyl <peq
=1
Logo

D=

1
n 2
| ( yzg) ‘
i=1

(3): Sejamz = (x1,...,2n), y = (Y1,---,Yn) € 2 = (21,...,2,) EMR"

lei-yil < (Z%Q)
=1

=1

[d(z,y)]? = Z(%‘ —yi)? = Z(Iz’ —zit+2z— )
= Z(Sﬁz —z)+2 Z(% —2) - (2 — yi) + Z(’Z’L —y;)?

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

[d(z,y))* < Z(% — %)’ +2 Z(% — 21)2] : [Z(Zz — )| + Z(Zz —y;)?
= Z(ﬂfz — 2>+ Z(Zz —yi)?

— [z, 2) + d(zy)"

Portanto, segue que d(z,y) < d(z, z) + d(z,y). Logo, d € métrica em R™.
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o d' é métrica.

(1): De fato, d'(x,y) > 0 pois € uma soma de médulos. Temos que

rT=yY = x;,=1Y;,"i
= xz—yZ:O,Vz
= d(z,y) =10+ ---+ 0] =0.

Veja que

d(z,y) =0 = |z1—y|+- 4 |zn —yn| =0
= |z, —y| =0,Vi
= IZ:yZ,VZ

= T =1.
(2): E facil ver que
d'(z,y) = Zn: | — il = zn: lyi — 2 = d'(y, z).
i=1 =1
(3): Percebe-se que
) = Y-l
=1
= i[&:i—zi—l—zi—yil
=1

n n
< Z|ﬂfz—zz|+2|zz—yz|
=1 =1

= d(z,z)+d(zv).
Portanto, ' € métrica em R".
o d" é métrica.

(1): De fato, é 6bvio que d’(x,y) > 0. Veja que

" o o —
d'(z,y) =0 = max {Jo; —4[} =0
= | —y| =0,Vi

= T =y.
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Note que

rT=yY = x;,=1Y;,"i
= xz—yle,Vz

= d(z,y) = Efgb{()} = 0.

(2): Temos que

d(z,y) = max {|z; — yil} = max {|y; — =i} = d"(y, ).

1<i<n 1<i<n
(3): Observe que

d”(xay) = max {‘xl - yZ’} = |xk - yk’7para algum k€ {17 SR ,Tl}

1<i<n

|z — 21 + 2 — Y

IN

2k — 2] + |26 — Yil

IN

max {|z; — zi[} + max {|z -y}

d"(z,2z) +d"(z,y).

Logo, d” é métrica em R". A métrica d é conhecida como métrica euclidiana, d’
é chamada de métrica da soma e d" é conhecida como métrica do maximo.

Proposicao 2.1. Sejam d, d' e d" as métricas definidas no exemplo acima. Dados
x, y € R" entdo
d"(z,y) < d(z,y) < d(x,y) < nd'(z,y).
Demonstragdo. Seja z = (x1,...,x,) €y = (y1,...,yn) pontos de R™, segue que:
d(z,y) = /(z1 — 1) + - + (20 — yn)?%

d(x,y)=|v1— |+ + |0 —yal €

d"(z,y) = max {|x1 — w1l,...,|Tn —yal}, paraalgumk € {1,... ,n}.

Provando a primeira desigualdade:

d'(z,y) = |vr—ykl,paraalgumk e {1,...,n}
= V(zK—y)?
< Vi@ —p)? 4 (2= ya)?
= d(z,y).

Logo, d"(z,y) < d(z,y).
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Para demonstrar a segunda desigualdade, usaremos o principio da inducao
para provar a seguinte igualdade:

(Jer =gl - e —yal)* = o= P o=yl + Y 20zl =yl .5 € L, (2.1)
i#]
onde I, = {p € N; p <n}.

Observe que é valido para n = 1, pois

n=1= |z, —yl* =z — |-

Veja que nado aparece o somatério do segundo membro de (2.1), pois, caso ele
aparecesse teriamos

o — P+ > 20w — yillay — gl i, € {1}
i#]
0 que é um absurdo, pois ndo podemos teri # j e, j € {1}.

Agora, suponhamos que (2.1) vale para n = k, e mostraremos que (2.1) vale
para n = k + 1. Assim, consideremos:

i) [(|o1 — ol + -+ oe — yrl) + 241 — yk+1|]2;
i) (|lzy =]+ F e =yl +2 (o =g+ Flze—vkl) [0 — Ve |+ 201 — Yo %5

iti) |z — [P+ o — wl® + 20 20w — willry — gyl ek — g [P+
i#£]
+ 2 |21 — | [Trg1 = Yrsr] + -+ 2 @k =yl [Trgr — Vg ls 45 € I

w) |z — P+ e — Ul + e — vea P+ D0 20w — willzy — g5l 4,5 € T
by

Assim podemos ver que i) = ii), aléem disso, ii) = iii) pela hipbtese de indugao,
é facil ver que iii) = iv), com isso, i) = iv). Portanto, (2.1) vale para n = k + 1, dai, pelo
principio da inducéo (2.1) vale para todo n € N. Entdo agora vamos provar a segunda
desigualdade, segue:

@@y = (21 =yl + -+ on = yal)’

= zr =P+ e =yl + Y 20— willzy — il
7]
> oy — P+ o =yl

= [d(x,y)".
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Portanto, [al(yc,y)]2 < [d(x,y)]?, assim d(z,y) < d'(z,y), pois, d e d’ sdo nao
negativos. Para finalizar, iremos provar a terceira desigualdade. Temos que

dl(xay) = |vr =yl + -+ 20 — ynl
< Sy ces Y
< max {a —l} + -+ max o - )
= nmax {|u; —yil}
= nd'(z,y).
Logo, d'(z,y) < n d’(x,y). Portanto, a Proposi¢ao 2.1 esta provada. ]

Definicao 2.3. (Norma). Uma norma sobre um espaco vetorial £ sobre R é uma fungao
real definida por
l-|: E — R
o= |- [l(x) = =[]
Onde associa a cada x € R um numero real ndo negativo, indicado por ||z|| e chamado
norma de x, de modo que, para x,y € E e A € R:

(@) z=0 & |z = 0;
(0) [[Azll = Al flll;
© [lz+yll <zl + vl

Definicao 2.4. (Espaco Vetorial Normado). Um espaco vetorial normado é um par
(E,| - ||) onde E é um espago vetorial real e || - || € uma norma em E.

Exemplo 2.5. Dado = = (xy,...,z,) € R", temos que (R", || - ||), (R™ | -|I') e (R™,||-]|")
sdo exemplos de espacos vetoriais normados, onde
|zl = > (2:)* (norma euclidiana),
=1

n

||| = |a;| (norma da soma), e
=1

|z]|” = max |z;| (norma do maximo).
1<i<n

Exemplo 2.6. Se E € um espaco vetorial normado, entdo d : £ x £ — R, definida por
d(z,y) = ||z — y| € uma métrica sobre E pois:

edzy =lz-yl=08r-y=0z=y
o dlz,y) = |lz =yl ==y —2)| == Ully —z|| = [|ly — z[| = d(y, x)

o d(z,y) =[x =yl =l =2+ 2 =yl <lw =2 + |z =yl = d(z, 2) + d(z,y)
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A métrica d obtida é chama-se métrica induzida pela norma dada sobre E.

Definicao 2.5. (Produto Interno). Seja E um espaco vetorial real, o produto interno é
uma aplicagéao
(,): ExXE — R

(z,y) — ( )@y) = (2,y)
que associa a cada par (z,y) € E x E um numero real, indicado (x,y) e chamado "z
escalar y", que cumpre as seguintes condicées para z,y,z € E e A € R:

@) Az, y) = A(z,y);

(0) (z+y,2) = (z,2) + (y,2);
(©) (z,y) = (y, z);

d) x #0= (x,z) > 0.

Exemplo 2.7. Uma norma pode ser definida a partir de um produto interno, para isso
precisamos considerar ||z|| = \/(z, z), isto &, ||z|]* = (z, z).

Essa norma definida satisfaz as condicoes (a) e (b) da Definicédo 2.3, ela também
satisfaz (c) visto que
|l +yl* = (z+y,z+y)
= (z,2) +2(z,y) + (¥, y)
< ll* + 2l [l{lyll + [[yl*
= (]l + llylh*

Logo, [z +yl| < [lz]l + [lyll-

2.2 Distancia de um Ponto a um Conjunto

Defini¢ao 2.6. Sejam (M, d) um espaco métrico, a € M e X C M um subconjunto ndo
vazio de M. Definimos a distancia de a ao conjunto X, e indicamos d(a, X), 0 nimero
real

d(a,X) = inf{d(a,z);z € X}.

Sabendo que d(a, X') > 0, pois, 0 € uma cota inferior de {d(a,x);z € X}, concluimos
que d(a, X) esta bem definido pois € um conjunto limitado inferiormente

Observacao 2.2. Pela definicao de infimo, temos:

1) d(a, X) <d(a,x),Vx € X;
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2) Se d(a, X) < c entdo existe z € X tal que d(a,z) < c.

Pela primeira propriedade d(a, z) € uma cota inferior para o conjunto das distancias de
a aos pontos de X enquanto a segunda diz que nenhum numero maior do que d(a, X)
€ cota inferior desse conjunto.

Exemplo 2.8. Se X = {zy,...,x,} € um conjunto finito, entdo d(a, X) € o menor dos n
nuameros d(a, 1), ..., d(a, z,).

Exemplo 2.9. Sejam S' = {(z,y) € R? : 22 + 4? = 1} o circulo unitario do plano e
0 € R? a origem. Entdo d(0, z) = 1Vz € S*, logo d(0, S1) = 1.

Definicao 2.7. Seja (M, d) um espago métrico, dados X e Y dois subconjuntos nao-
vazios de M. Chamamos distancia de X aY e indicamos d(X,Y’) o numero real ndo
negativo definido da seguinte maneira:

d(X,Y) = inf{d(z,y)|zr € Xey € Y}. (2.2)

O fato de que o conjunto das distancias d(z,y), comz € X e y € Y, € limitado inferior-
mente pelo numero 0 garante a existéncia de d(X,Y') para quaisquer subconjuntos ndo
vazios X,Y € M.

2.3 Bolas e Esferas

O conceito de bola a ser apresentado a seguir tem um papel fundamental na
teoria dos espagos métricos.

2.3.1 Definicbes de Bola Aberta, Bola Fechada e Esfera

Definicao 2.8. (Bola Aberta). Seja a um ponto de um espago métrico (M, d). Sendo
r > 0 um numero real, a bola aberta de centro a e raio » € o conjunto

B(a;r) ={x € M;d(z,a) <r}.

Definicao 2.9. (Bola Fechada). Seja a um ponto de um espago métrico (M, d). Sendo
r > 0 um numero real, a bola fechada de centro a e raio r € o conjunto

Bla;r] ={x € M;d(z,a) <r}.

Definicao 2.10. (Esfera). Seja a um ponto de um espago métrico (M, d). Sendo r > 0
um numero real, a esfera de centro a e raio r € o conjunto

S(a;r) ={x € M;d(x,a) =71}.
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Observe que
Bla;r] = B(a;r) U S(a;r).

Quando d provém de uma norma no espaco vetorial F, podemos escrever da
seguinte forma

o Bloir) = {r € B | —al| <1},
e Bla;r] ={x € E;||x —a|] <r}
o S(asr) ={z € E;|lx —al| =r}.

Observacao 2.3. Seja X um subespaco do espaco métrico M. Paracadaa € X e
cada r > 0, seja Bx(a;r) a bola aberta de centro « e raio r, relativamente a métrica
induzida em X. Entao

Bx(a;r) = B(a;r) N X.

Analogamente, valem Bx|[a;r] = Bla;r] N X e Sx(a;r) = S(a;r) N X.

Exemplo 2.10. Considere o espago métrico M munido da métrica zero-um. Entéo,
para todo a € M segue que

e Ser > 1lentdo B(a;r) = Bla;r] =M e S(a;r) = &,
e Ser < 1lentdo B(a;r) = Bla;r| ={a} e S(a;7r) = &;
e Ser=1entdo B(a;1) ={a}, Bla;1] =M e S(a;1) = M — {a}.
Exemplo 2.11. Na reta real a bola aberta de centro a € R e raio r € o conjunto
B(a;r) = {zeRjjlz—al <r}
= {zeR—r<zr—a<r}

= {zreRa—r<z<a+r}

= (a—r,a+r).

Do mesmo modo, a bola fechada é Bla;r] = [a — r,a + r] e a esfera & somente
os pontos S(a;r) = {a —r,a + r}.

Defini¢ao 2.11. (Ponto Isolado). Sendo (M, d) um espago métrico, um ponto z € M é
chamado de ponto isolado de M quando ele é uma bola aberta em M, isto €, existe
r > 0tal que B(x;r) = {z}.

Definicao 2.12. (Conjunto Discreto). Seja M um espago métrico. Chamamos M de
conjunto discreto quando todo ponto de M é isolado.
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Exemplo 2.12. Com a métrica zero-um, todo ponto de M é ponto isolado, visto que,
tomando r = 1 < 1 ez € M temos B(z;r) = {z}. Portanto, a métrica zero-um é
discreta.

Exemplo 2.13. SejaZ={... —2,—-1,0,1,2,...} com a métrica induzida pela usual de
R, temos que todo ponto de Z é isolado, pois, com r = 1 temos que para x € Z tal que
x € B(n;1) entdo |z — n| < 1 e portanto = = n.

2.3.2 Propriedades Gerais das Bolas Abertas

Agora apresentaremos algumas propriedades das bolas abertas B(z,r) em um
espaco métrico arbitrario (M, d).

Propriedade 2.1. Dadas B(z;r) e B(x;s), se r < s entdo B(z;r) C B(z;s).

Figura 1: Representagcao da Propriedade 2.1.

- -~

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Demonstragdo. Como y € B(x;r), temos que d(z,y) < r. Também sabemos que r < s,
assim chegamos a conclusao que d(x,y) e dai y € B(z; s). O

Propriedade 2.2. Dado y € B(x;r), entdo existe s > 0 de maneiraque B(y; s) C B(x;r).

Demonstragdo. Tomemos s = r — d(x,y) e mostremos que B(y;s) C B(x;r). Seja
z € B(y, s), pela desigualdade triangular temos que

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)
também sabemos que d(y, z) < s =r — d(z,y), entdo
d(z,z) <r—d(z,y) +d(z,y) =r.

Logo z € B(x;r). O
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Figura 2: Representagcao da Propriedade 2.2.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Propriedade 2.3. Sejam M um espaco métrico e x # y dois pontos de M distintos

entre si. Se d(z,y) = r, entdo
r r
5(s3)ns(n) =2
Tig) MY

Figura 3: Representacédo da Propriedade 2.3.
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Demonstragdo. Suponhamos que exista z € B (z;5) N B (y;%). Entdo z € B (z;%) e
B (y;%),daid(z, z) < ge d(y,z) < g Consequentemente, pela desigualdade triangular:

r=d(e.y) < d(r.2) +d(.2) < 5+ =

T
2
assim teriamos r < r, 0 que é um absurdo. Portanto, B (z;%) N B (y; %) = @. O

Propriedade 2.4. Dadas as bolas B(z;r) e B(y;s), ser + s < d(z,y) entdo B(x;r) N
B(y;s) = @.
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Figura 4: Representacao da Propriedade 2.4.

M

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Demonstragdo. Vamos provar por contradi¢do, suponhamos que hda z € B(x;r) N
B(y; s). Entao teriamos d(z, z) < r e d(y,z) < s. Dai

d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) <r+s<d(z,vy)

um absurdo. Portanto, B(z;r) N B(y;s) = @.
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3 GEOMETRIA DIFERENCIAL

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e teoremas de curvas regulares
gue sdo necessarios para entender a métrica Funk. Mas primeiramente mostraremos
algumas definicées de curvas parametrizadas. Recomendamos ao leitor, uma leitura
prévia de (CARMO, 2014).

Definicao 3.1. (Curva parametrizada). Chamamos curva parametrizada a uma funcao
continua,

vy: I — R”
t — (fl(t>>f2(t)7”'7fn(t))a

onde I C R™ é um intervalo, as funcdes reais (fi(t), fa(t),..., f.(t)) s&o chamadas
de funcbes coordenadas, e a variavel ¢ definida por parametro de . Chamamos ~ de
parametrizagao.

Observacao 3.1. Uma curva v é continua num ponto ¢, € I se, e somente se, todas
as fungdes coordenadas (f(t), f2(t), ..., f»(t)) s@o continuas em t,.

Definicao 3.2. (Traco de curva parzametrizada). Seja v : I — R". A imagem
Im(y) =~(t) € R" : t € I € chamado de traco de ~.

Definicao 3.3. (Curva parametrizada fechada). Uma curva parametrizada ~ é fechada,
se v é definida num intervalo fechado I = [a, b], em que y(a) = y(b).

Definicao 3.4. (Curva parametrizada simples). Uma curva parametrizada ~ é simples,
se v for injetiva em 1, isto é, se t; # to = f(t1) # f(t2),Vt1,t2 € I, excluindo se o
intervalo I for fechado [a, ], isto &, f(a) = f(b). Quando n&o é simples, dizemos que v
tem auto-intersecgao.

Definicao 3.5. (Curva parametrizada diferenciavel). Uma curva parametrizada
v : I — R" é diferenciavel, em ¢t € I se, e somente se, as fungdes coordenadas
(f1(t), fa(t), ..., fu(t)) s@o diferenciaveis em ¢.

Definicao 3.6. (Vetor tangente). Seja~ : I — R™ uma curva parametrizada diferenciavel.
O vetor tangente de v em t € I é definido por

v: I — R
to— (f1(), f50), -, o (1))
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a velocidade escalar de vy em t € I € a norma do vetor tangente +/(t) e tem-se

VO = V(02 + (f)* + ...+ (fr (1)
Definicao 3.7. (Vetor aceleragcéo). O vetor aceleragdo de vy em t € [ € a primeira

derivada do vetor tangente de ~ e tem-se

~' I — R™
to— (fF@), (), [(1).

Veremos agora alguns exemplos de curvas parametrizadas diferenciaveis e
exexmplos onde as curvas nao séo diferenciaveis.

Exemplo 3.1. A curva diferenciavel dada por

v: R — R3
t —— (acos(t),a sen(t),bt),

coma > 0e b # 0, € a hélice circular cujo trago esta contido no cilindro C = {(z,y, 2) €
R3; 2% + 32 = a*}. O parametro t mede o angulo que o eixo Ox faz com a reta que
liga a origem O a projecdo do ponto «a(t) sobre o plano xOy. Seus pontos estdo
representados na Figura 5. A medida que o parametro ¢ aumenta, o ponto ~(t) da hélice
faz um movimento de rotagdo em torno do eixo Oz.

Figura 5: Hélice circular.

4

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Exemplo 3.2. A aplicagéo definida por

v: R — R?
to— (1)),
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€ uma curva paramentrizada simples mas nao é diferenciavel, pois a fungao coorde-
nada t — |t| ndo € diferenciavel para t = 0, como mostra a Figura 6. Mas a curva
parametrizada é diferenciavel, se em qualquer intervalo I retirarmos ¢t = 0.

Figura 6: Curva com vértice.

Yy

3 ) T 7 z 3

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Exemplo 3.3. A curva definida por

v ]-2,2] — R?
t  +—— (t,cosh(t)),

€ chamada de catenaria e € uma curva parametrizada simples e diferenciavel. Como
mostra a Figura 7.

Figura 7: Catenaria.

ly

-2 -1 0 7 2

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Exemplo 3.4. A curva de Vivianni definida por

v: 10,27 — R3
t = (sen(t)cos(t), sen*(t), cos(t)),

é encontrada através da intersecdo da esfera com equacdo 2% + y?> + 22 = 1, e do

cilindro com equagdo z? + (y — 3)? = (). A curva parametrizada é diferenciavel e nao



Capitulo 3. GEOMETRIA DIFERENCIAL 27

simples, pois f(%) = f(¥) = (0,1,0) € um ponto de auto-interse¢do, como temos na
Figura 8.

Figura 8: Curva de Vivianni.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Exemplo 3.5. A curva dada por

v: R — R?
t o (13 —4t,t* —4),

€ uma curva paramentrizada diferenciavel, mas n&do é fechada nem simples, pois
v(—2) = v(2) = (0,0) € um ponto de auto-interse¢do, como mostra a Figura 9.

Figura 9: Curva com auto-insercao.

y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

3.1 Curvas Regulares

Pensa-se que uma curva parametrizada v : I — R possui uma reta tangente em
~(t),Vt € I. Ja que a curva sendo diferenciavel ndo € condicao suficiente para garantir
um vetor tangente n&o nulo, precisamos apresentar uma nova condigao.



Capitulo 3. GEOMETRIA DIFERENCIAL 28

Definicao 3.8. (Curva Regular). Uma curva parametrizada diferenciavel v : I — R™ é
regular, se +/(t) # 0, ou se ||[7/(t)|| # 0,Vt € I, onde as fungdes f|(t), f5(t), ..., f.(t) sdo
continuas, isto &, v(t) é de classe C".

Definicao 3.9. (Reta Tangente). Seja v : I — R™ uma curva parametrizada regular. A
reta tangente a vy em ¢, € I € a reta que passa por (o) na direcao de ~+'(ty), isto é,

r(A) = v(to) + MY (to), A € R.
Vejamos agora alguns exemplos de curvas parametrizadas diferenciaveis.
Exemplo 3.6. A circunferéncia unitaria centrada na origem dada por

v: 10,27 — R?
t > (cos(t),sen(t)),

onde ¢ representa o angulo que ~(t) faz com o eixo Oz. Temos que
vY(t) = (—sen(t),cos(t)) # (0,0) e portanto v € uma curva parametrizada diferen-
ciavel simples e regular vVt € I. Escolhendo uma reta tangente que passa no ponto
(%) = (L2, *2) na diregdo de /(%) = (%, *2), entdo temos

r) = (Z-2A 2+ ) el -39

Figura 10: Curva circunferéncia.
r\w

(0.71,0.71)

<

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Exemplo 3.7. A curva com cuspide definida por

v: ]—2,2[ — R?
t — (83,1%)
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€ uma curva parametrizada diferenciavel e simples, como mostra a Figura 11. Preci-
samos verificar se ela é regular. Obtemos o vetor tangente e a velocidade escalar de
v por v/ (t) = (3t2,2t) e |7 (t)|| = |t|v/9¢2 + 4, desse modo, quando ¢ = 0 temos que
~'(0) = (0,0) e ||/ (0)|| = 0. Logo, esta curva nao € regular para todo ¢ € 1.

Figura 11: Curva com cuspide.

y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

3.1.1 Reparametrizacao
Uma curva pode ser representada por diferentes parametrizacoes.

Definicao 3.10. (Reparametrizagdo). Sejam I e J intervalos de R™, v : I — R™ uma
curva regular e o : J — I um difeomorfismo de classe C*, isto é, v e vy~ 1 sdo diferen-
ciaveis. Entao, a fungdo composta

. J — R»
t — (yoa)t)=r(at))

€ uma curva regular com o mesmo traco de v, e chamamos de reparametrizacdo de
~ por a. A funcédo o é denominada como mudanca de parametro. Também podemos
dizer que as duas curvas regulares v e I sdo equivalentes.

Exemplo 3.8. Sejam as parametrizagdes v, : [0,27] — R?, 75 : [0,7] — R? e v :
[0, 47] — R? definidas por

v (t) = (cos(t), sen(t)), 12(t) = (cos(2t), sen(2t)), v3(t) = (cos(t), sen(t))

E possivel ver que as trés curvas mencionadas acima mostram o mesmo trago, sendo
a circunferéncia unitaria mostrada na Figura 10. Reparametrizando a curva ~,(t) por
a(t) = 2t, temos

L(t) = (a(t) = 7 (2t) = (cos(2t), sen(2t)) = (1), t € [0, 7).

Como a fungao « € um difeomorfismo, as curvas v, e v, sdo equivalentes, dado que
o/(t) = 2 # 0. Também podemos ver que todas as trés parametrizagbes sao fechadas,
entretanto somente ~; e v, sdo simples e v3 ndo é simples pois ela percorre o tragco da
curva duas vezes.
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3.1.2 Comprimento de arco

Defini¢ao 3.11. (Comprimento de arco). Seja L : [a,b] — R o comprimento de arco
de uma curva regular v : I — R" de classe C"! definido como a integral da velocidade
escalar de v com [a,b] = I, tem-se que

b
L= [ edo

Definicao 3.12. (Fungdo comprimento de arco). Seja v : I — R™ uma curva parame-
trizada regular de classe C!. A fungdo de comprimento de arco de ~ é a distancia
percorrida a partir de t, até ¢, onde t,t, € 1. Assim, a fungédo s : I — R é definida por

s(t) = / I (0)ldo.

Definicao 3.13. (Curva parametrizada pelo comprimento de arco). Uma curva regular
~ é parametrizada pelo comprimento de arco se para todo ¢ € I temos ||v|| = 1, isto &,
para cada ty, t, € I,ty < t;, 0 comprimento de arco de v desde t, até ¢; € dado por

t1
| eldo =t ~ta
to

Lema 3.1. Se f, g :]a,b[— R" sdo diferenciaveis e satisfazem (f(t), g(t)) = ¢, para todo
t €la,bl, entdo (f'(t),q(t)) = —(f(t),¢'(t)). Ainda mais, || f(t)|| = ¢ se, e somente se,
(f'(t), f(t)) =0, qualquer que sejat €]a,b|.

Demonstragéo. A derivada de uma fungéo € nula em Ja, b[ se, e somente se, a fungéo
é constante. Agora, derivando a igualdade (f(t), g(t)) = ¢, entdo obtemos

(f@),9()) = = {f'(t),9()) + (f(1),9'(t)) = 0= (f'(),9(t)) = =(f (1), 4'(2)).

Em particular, || f(t)||* = (f(¢), f(t)) = c se, e somente se, (f'(t), f(t)) = 0, para todo
t €)a,bl. O

3.1.3 Reparametrizagao pelo comprimento de arco

Definicao 3.14. Sejam « : I — R" uma curva regular, s : I — J a funcao de compri-
mento de arco e J,I C R os intervalos. Como a fungéo s(t) é bijetiva de classe C*,
entdo existe a funcdo inversa s=! = o : J — I de s(t). A reparametrizacdo de ~ por a é
dado por

r.J — R»
s = (yoa)(s).
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Por outro lado, se v for uma reparametrizagao de T por a~! = s(¢), o trago de v
continua sendo 0 mesmo, ja que « é bijetiiva.

Teorema 3.1. Se~ : I — R" € uma curva reqgular, entdo v pode ser reparametrizada
pelo comprimento de arco.

Demonstragdo. Considerando v uma curva regular e s(t) : I — J uma funcao de
comprimento de arco de ~ a partir de t, definida por s(t) = fti |7/ (o)||do com J = s(I).
Pelo teorema fundamental de célculo, a funcéo s(t) satisfaz

s'(t) = [V ()] > 0.

Com isso, s(t) € uma fungao injetiva, diferenciavel e estritamente crescente. Conse-
quentemente, ¢t — s(t) = s tem funcao inversa s — t(s) = t, chamando ¢(s) por «a(s).
Teorema da derivada da funcao inversa implica

/ —a(s — 1 = 1 = !
o'(s) =a'(s(t)) s'(t) s'(a(s)) ||’7/<04(3))”

Portanto, I" : / — R™ é uma reparametrizacao de v pelo comprimento de arco, isto é,
['(s) = v(a(s)). Pela regra da cadeia, I''(s) = v/(a(s))’(s), onde

IT'(s)l = [[v(a(s))e/(s)]
1 1 )
= 6D sy = a1 e
1
= W=t
Com isso, I' estd parametrizada pelo comprimento de arco. O

Vale lembrar que a reparametrizacao de uma curva nao € unica, pois depen-
dendo da escolha do ponto inicial t, no comprimento de arco e da sua orientagao.

Exemplo 3.9. A catendria mostrada na Figura 7 definida por ~(t) = (¢, cosh(t)) € regular
para Vt € [—2,2], pois 7/(t) = (1, senh(t)) # (0,0). Aléem disso, temos

t
s(t) = / V' 1+ senh?(c)do = senh(t).
0
Com isso,reparametrizando v por «(s) = arcsenh(s) € dada por

["=(yoa): [senh(—2),senh(2)] — R?
s —  (arcsenh(s), cosh(arcsenh(s))).
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3.2 Superficies Regulares

Definicao 3.15. (Superficie parametrizada diferenciavel). Uma superficie parametri-
zada diferenciavel é uma aplicacao

S: UeR?> — R?
(u,v) +— (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

diferenciavel, sendo U um subconjunto aberto e conexo do R2. Ainda mais, quando
dSp € injetora para qualquer ponto P = (u,v) € U, dizemos que S é regular.

Como S(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), temos z,y,z : U C R* — R como
funcdes coordenadas de S. Dado

S,: R — R3
ox oy 0z
P (e S ).

dx Jy 0z or Oy 8z>

ou’ ou’ du

Denotaremos S, = ( 5 90’ Be

). Do mesmo modo, S, = (

3.2.1 Superficie de Revolugao

Quando uma curva plana faz uma rotagdo em torno de um eixo gera uma
superficie que definimos da seguinte forma:

Definicao 3.16. (Superficie de Revolugdo). Seja v : I — R? uma curva regular pa-
rametrizada por vy(u) = (f(u),0,g(u)),u € I. Uma superficie gerada pela rotagéo de
uma curva v em torno do eixo Oz € chamada uma superficie de revolugédo. Entéo,
S : R? — R3 é parametrizada por

S(u,v) = (f(u)cos(v), f(u)sen(v),g(u)),u € 1,0 < v < 2.

Mesmo que Oz foi escolhido para o eixo de rotacao, os outros também podem
ser escolhidos. A seguir, temos alguns exemplos de superficies regulares.

Exemplo 3.10. A esfera centrada na origem com raio R > 0, definida pela equacao
P+ =R?

€ uma superficie de revolucdo gerada pela rotagao da semi-circunferéncia v(u) =
(R - cos(u), R - sen(u)),u € 1 i, g

5 [ em torno do eixo Oz, como mostra a Figura 12.

Assim
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A 3
S ] 5 ,2|:X]0,27T[ — R

(u,v) —>  (Rcos(u)cos(v), Recos(u)sen(v), Rsen(u)).
Podemos ver que € regular, pois os vetores tangentes

Su(u,v) = (—Rsen(u)cos(v), —Rsen(u)sen(v), Rcos(u)),
Sy(u,v) = (—Reos(u)sen(v), Rcos(u)cos(v), 0),

sdo linearmente independentes para todo (u,v) € } _TW, g [ x 10, 2n[:
Sy, v) x Sy(u,v) = R%(—cos?(u)cos(v), cos?(u)sen(v), —cos(u)sen(u)) # (0,0,0).

Vale lembrar que os pdlos (0,0, R) e (0,0, —R) ndo pertencem ao subconjunto aberto,
pois com estes pontos a parametrizacao nao seria regular, assim

|Su(u, v) x S, (u,v)||* = R*cos*(u) + sen?(u)cos?(u)) = Ricos?(u),
pelo quadrado da norma do produto vetorial é zero, se

180 (1, v) X Sy(u,v)||? = Ricos?(u) = 0 < u = g +kr, k € Z.

Figura 12: Esfera.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Exemplo 3.11. O cone duplo definido por
2 + y2 -

€ uma superficie de revolugéo gerada pela rotacéo da reta y(u) = (u,0,u),u € |—1,1]
em torno do eixo Oz, como se pode ver na Figura 13. Dai
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S: ]-1,1[x]0,2xr[ — R?

(u,v) —  (ucos(v),usen(v), u).
Verificamos que n&o é regular para todo (u,v) € U, pois

Su(u,v) = (cos(v),sen(v),1)
Sy(u,v) = (—usen(v),ucos(v),0),

Su(u,v) x Sy(u,v) = (—ucos(v), —usen(v),u),
portanto, no vértice do cone obtemos 5,(0,0) x S,(0,0) = (0,0,0). Assim
1S (u, v) x Sy (u, v)[|* = 2u?,
e pelo quadrado da norma do produto vetorial é zero, se

180 (u, v) X Sy(u,v)||? =2u? =0 < u = 0.

Figura 13: Cone duplo.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Exemplo 3.12. O hiperboléide de uma folha, definido pela equacao

2 2
o2
b

x2
— + _
a c
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€ uma superficie de revolugcdo encontrada através da rota¢do da hipérbole v(u) =
(cosh(u),0, senh(u)),u € |—1, 1] em torno do eixo Oz, como é representado na Figura
14. Temos

S: ]-1,1[x]0,2r[ — R3
(u,v) —  (cosh(u)cos(v), cosh(u)sen(v), senh(u)).

Logo temos que € regular para todo (u,v) € U, dai

Su(u,v) = (—senh(u)cos(v), —senh(u)sen(v), cosh(u))
Sy(u,v) = (—cosh(u)sen(v), cosh(u)cos(v),0),

Su(u,v) x Sy(u,v) = (—cosh?(u)cos(v), cosh?(u)sen(v), —cosh(u)senh(u)) # (0,0,0).

Figura 14: Hiperbolbide de uma folha.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

3.2.2 Plano Tangente

Definicao 3.17. (Vetor Tangente). Seja S : U c R? — R?3 uma superficie parametrizada
regular. Dizemos que w € R® é um vetor tangente a S em (ug, vo) € U, Se existe uma
curva parametrizada regular da superficie v : I — R3, tal que para algum ¢, € I temos

v(to) = S(ug,vo) € v (tg) = w.

Definicao 3.18. (Plano Tangente). Seja S : U c R? — R3 uma superficie parametrizada
regular. O conjunto de todos os vetores tangentes a S em (ug, vy) € 0 plano tangente,
denotado por 7,5, onde p = (ug,vy) € U.
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Proposicao 3.1. Seja S(u,v) uma superficie parametrizada regular e q = (ug,v,) € R
Entéo, T,S é o conjunto de vetores obtidos como combinagéo linear de S, (uo,vo) €
Sv (Uo, Uo) .

Demonstraggo. Se w € T,S, entdo w = 7/(ty), onde y(t) = S(u(t), v(t)) e (u(ty), v(ty)) =
(ug, vo). Portanto,

w = t) = 5 (Sulto). (o))

- Su(u07 UO)ul(tO) + SU(“O? UO)U/(tO)u

isto €, w € uma combinagéo linear dos vetores S, e S, em (ug, v9). Do mesmo modo,
consideramos

w = aSy(ug, vo) + bS, (ug, vg),

entdo existe uma curva «(t) da superficie tal que («'(0),v'(0)) = (ug,vo) € 7'(0) = w.
Com isso

onde u(t) = ug + at e v(t) = vy + bt. O

Definicdo 3.19. Seja S : U — R3 uma superficie parametrizada regular e p = (u,v) € U.
Entdo N : U c R? — R3 definido por

€ chamado de vetor normal unitario a S em p.

3.3 Geodésica

Definimos geodésica como sendo a curva com o comprimento minimo em
relacdo a qualquer outra curva que passa em dois pontos fixos de uma superficie. As
geodésicas sao as curvas mais importantes da superficie.

Definicao 3.20. (Geodésica). Seja S(u,v) uma superficie parametrizada regular. Uma
curva regular v(t) = S(u(t),v(t)) € uma geodésica da superficie se, parat € I, v"(t) é
zero ou é perpendicular a superficie no ponto ~(t), ou seja, paralelo ao vetor normal
unitario N da superficie ao longo da curva ~.

Observacgao 3.2. Se v € uma geodésica, entao ||+/(t)|| é constante. De fato, como ~"(t)
é normal a S em (u(t),v(t)), em particular (v"(t),~'(t)) = 0. Concluimos que
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S @I = 24(0), (1)) = .
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4 METRICA FUNK

Neste capitulo, iremos apresentar a métrica Funk e suas propriedades, tam-
bém mostraremos a métrica Funk inversa e a geometria das bolas da métrica Funk.
Recomendamos ao leitor, uma leitura prévia de (BUSEMANN, 1955), (FUNK, 1929) e
(PAPADOPOULQOS; TROYANQV, 2014). Chamamos €2 de um dominio convexo ade-
quado em R™, isto &, Q) é convexo, aberto, ndo-vazio e ) # R™. Denotamos por 2 0
fecho em R” e por 992 = 0\ © o bordo topoldgico de (2.

Se estivermos lidando com um dominio ilimitado sera conveniente adicionar
pontos no infinito ao bordo 0f). Para fazer isso, consideramos R" um espaco afim no
espaco projetivo RP", que é praticamente um conjunto de linhas em R"*! passando
pela origem. Denotamos por H,, = RP" \ R" o hiperplano no infinito. Em seguida,
definimos o fecho de Q em RP" por Q e por 90 = Q \ 2. Observe que 92 = 9Q \ H...

Para quaisquer dois pontos = # y em R", definimos por [z, y] 0 segmento fe-
chado unindo os dois pontos. Também denotamos R(z,y) como o raio comegando em
z € passando por y e o seu fecho em RP" denotamos por R(z, y). Finalmente definimos

ag(z,y) = R(z,y) N 0N € RP".

Agora definimos a métrica Funk.

4.1 Meétrica Funk

Figura 15: Métrica Funk.

a

N

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Definicao 4.1. (Métrica Funk). A métrica Funk em (2, denotada por Fy,, € definida por
x,y € ) e por
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FMLw—k%(M_M)

ly — al

com z # y, onde a = aq(z,y) € RP" é a interse¢do de 02 com a semirreta por = que
passa em y.

Agora vamos ver algumas das suas propriedades:

Proposicao 4.1. A métrica Funk em um dominio convexo ) # R™ satisfaz as seguintes
propriedades:

(@) Fo(z,y) >0 e Fo(z,z) =0,Vz,y € Q.
(b) FQ(Q:7Z) S Fg(ﬁ,y) + Fg(y,Z),VI',y,Z € (.

(c) Fq é projetiva, isto €, Fo(x,z) = Fo(x,y) + Fo(y,z) quando =z € um ponto no
segmento [z, y|.

(d) A métrica fraca F, é assimétrica, isto é, Fo(x,y) # Fa(y,x) em geral.
(e) © #y = Fqo(zr,y) >0, se e somente se, o dominio ) é limitado.
(f) A métrica fraca Fq, € ilimitada.

|z — al S 1,
ly —

= 1 eassimtemos F,(z,y) = log(1) = 0.

Demonstragdo. O item (a) € provado pelo fato que y € [z, aq(z, y)], portanto

|z —af

ly —
Para provarmos o item (b) precisamos assumir que y nao esta na reta que passa por x

e z. Seja

temos a igualdade quando = = y isto &,

0 := Lxpb, ¢ := Lxbe, 1) := Lpch.

Pela lei dos senos, temos as seguintes identidades:

lz—bl |z—p| |z—¢c |z—pl ly—c |y—9

sin 6 sing ’ sinf sing ' sing  siny
Obtendo assim
[z — p| |z — b
sing __sing
|z — 1| |z —¢|
sin sin ¢
|z — b| - sin ¢
[z —pl _ sin 0
|z — p |z —c| - sine

sin @
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|z — p| B |z —b| - sin ¢
lz—p|  |z—c|-siny
o=t ¢
[z —=c| [y—0b|
[z —b [y—¢
ly—b [¢—c|

Por outro lado,
w—al _le—pl+lp—al _|z—pl
lz—a| = |z—pl+Ip—a| " |z—p|
Combinando os dois, temos

[z —al _Jr—=b] y—c

|z —al ~ly—bl [z—c|

Assim, obtemos

o (12291 g (2=t =) _ o (l=blY L, (lr=cl
== =8l Je—c v 1) B

Portanto

Fo(x,z) < Fo(x,y) + Fa(y, 2).

No item (c) podemos ver que se y € [z,z] e © # y # z, entdo aqg(z,y) = aq(x, z) =
aqo(y, z). Chamando esse ponto em comum de a, temos

Fo(z,y) + Fo(y, 2) = log(|x—a|>+log<|y—a|)

ly — al |z —a

_l%(u—ﬂ,w—a)
ly—al [z—ad
r —a

= log |]z — a|| = Fo(z, 2).

O item (d) é facil de verificar, de fato
log = 4 jog =2l
ly — al |z —al

A demonstragéo do item (e) segue imediatamente da definicdo e o fato que o dominio
convexo 2 em R” ¢ ilimitado se e somente se contém um raio.

Para provar o item (f) precisamos lembrar que assumimos ) # R"™, e portanto 99 # 0.
Sejax € Qe a € 00 e considerar 0 segmento aberto (z, a) contido em Q. Para qualquer
sequéncia r,, nesse segmento convergindo para a (em relagdo a métrica euclidiana),

|z —af

nés temos Fy(x, z,) = log — oo conforme n — oc. O

’n_‘
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Proposicao 4.2. Seja = e y dois pontos em um dominio convexo Q) e a = aq(x,y). Seja
h : R™ — R ser uma forma linear arbritaria tal que h(z) # h(y). Entdo

h(a) — h(:c))
Fo(z,y) =log | ———= .
e =t (5=
Demonstracdo. A demonstracao desta proposicao pode ser vista em (PAPADOPOU-
LOS; TROYANQV, 2014). O

Definicao 4.2. Seja (2 ¢ R" um dominio convexo adequado e a € 92 é um ponto limite
(finito). No6s assumimos que 2 contém a origem 0. Um suporte funcional em a por €2 é
uma funcao linear 4 : R" — R tal que h(a) =1 e h(z) < 1 por qualquer ponto x em 2. O
hiperplano H = {z|h(z) = 1} é chamado de hiperplano de suporte em a por Q2. Se Q2 é
ilimitado, entdo o hiperplano no infinito H., € também considerado ser um hiperplano
de suporte.

Qualquer ponto limite de um dominio convexo admite um ou varios suportes
funcionais. Vejamos agora um consequéncia desta proposicao.

Corolario 4.1. Seja Q) ¢ R" um dominio convexo contendo a origem e seja h um
suporte funcional para ). N6s temos entao

Fo(z,y) < log G:—Zig>

para qualquer x,y € ). E nos temos igualdade se, e somente se, a = aq(x,y) € Hy, €
h(z) = h(y), oua & Hy € h(a) = 1.

Demonstragéo. Se h(x) = h(y), entdo ndo ha nada o que provar. Agora, vamos consi-
derar h(x) # h(y). Primeiramente nés assumimos que a = aq(z,y) & Hy. A SUPOSIGE0
de h(x) # h(y) implica que h(a) # h(y). Como a fungao a — log =4 é estritamente
monotona decrescente e h(a) < 1, nds temos pela proposicao 4.2:

ra) =1 (G057 ) 2 (=7 )

A igualdade é valida se, e somente se, h(a) = 1. Suponha agora que a € H,, isto
significa que F(x,y) = 0 e o raio R(x,y) esta contido em 2. Em particular, temos

h(z) + Ah(y —z) = h(x + ANy — x)) < 1,YA >0,

implicando em h(y) — h(z) = h(y —x) < 0. Como assumimos que h(z) # h(y), n6s
temos h(y) < h(x) e portanto
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Fo(z,y) = 0> log G:—Zgg)

]

E possivel observar que a distancia Funk entre dois pontos em © € uma operacéo
unidimensional. Mais precisamente, se S = [a1,a2] C R € um segmento compacto em
R™ contendo um ponto z e y no seu interior com y € [ay, as], devemos escrever

|z — as
|y—a2|

Fg(x,y) = log

Apesar de S ndo ser um conjunto aberto, Fs(z,y) corresponde claramente a métrica
Funk unidimensional no interior relativo de S.

Proposicao 4.3. A distancia Funk entre dois pontos de = e y em ) é dado por
Fo(z,y) = inf{Fs(x,y) | S é um segmento em ) contendo x e y}.

Demonstracdo. Nos identificamos S com um segmentoem Rcomb <z <y < a e

observe que a funcao a — logﬁ € estritamente monétona decrescente. O

Exemplo 4.1. (Bola Euclidiana) A seguinte formula é a métrica Funk na bola unitaria
euclidiana B C R™:

—z2 =z Ayl + |z)* = (z,y
o) = og [ VPTG +laf ~ ) “n
VIy =2 =Te AyP = [y + (2. y)

onde |z Ay| = /|z[?]y|? — (z,y) é a area do paralelogramo com lados (?c, O_y>

De fato, se x = y ndo ha o que provar, entdo assumimos que x # y. Vamos
definir a = ap(z,y) = R(z,y) N 0B. Usando a Proposi¢ao 4.2 com a forma linear
h(z) = (y — 2, z) n6s temos

Fy(z.y) = log ((y—w,@ — (y—x,x>> ~log ((y—m,@ + |z]? - <$,y>)_

(y —z,a) = (y — z,9) (y —z,a) = y]* + (z,y)

y—x

Agora vamos calcular (y — z, a). Vamos definir u = | |
y—x

a; = (u,a)u,as = a — a.

Entao a; + a, € a; € um mdltiplo de y — x onde a, é a projecéao ortogonal da origem O
de R" na linha que passa por = e y. Em particular, a altura do tridngulo Ozy é igual a
las|, portanto
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1 1
AOzy) = -z ANy| = =las| - ly — z|.
2 2

E possivel ver que (u,a) > 0 e |a|? = |a1|? + |az|? = 1, assim temos

(y—=z,0? = ly—a(u,a)?
= |y —z|*-|asf
= Jy—z*- (|1 —a2f?)
= ly—zf = |z Ay

E assim temos a seguinte férmula

2 Ayl = IzPlyl? = (2, y)

Figura 16: Exemplo da métrica Funk na bola unitaria euclidiana.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

4.2 Métrica Funk Inversa

Definicao 4.3. (Métrica Funk Inversa) A métrica Funk inversa em um dominio convexo
2 é definido por

—b
Falo.0) = Falt ) = tog (L),

onde b = aq(y, x).

Esta métrica satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 4.4. A métrica Funk inversa em um dominio ) # R" € uma métrica fraca
projetiva. E ilimitada e assimétrica e y #+ « = Fq(y,z) > 0, se e somente se, o dominio
Q2 e limitado.
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Figura 17: Métrica Funk Inversa.

b

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Demonstracdo. A prova € uma consequéncia da proposicao 4.1. O

Uma diferencga importante entre a métrica Funk e a métrica Funk inversa € a
seguinte:

Proposicao 4.5. Seja ) um dominio convexo limitado em R™ e x um ponto em (). Entdo
a fungdoy — Fq(y,x) € limitada.

Demonstrago. Definimos \, e  por

. bIE%QIx e aitelgg\a \

Observe que ¢ € o diamétro euclidiano de 2, entdo § < oo ja que (2 é limitado. Nés
também temos que A\, > 0. A proposicao segue da desigualdade

Fo(y,z) <log (%)

4.3 Geometria das Bolas

Como estamos lidando com distancias assimétricas, nds precisamos diferenciar
a bola para frente e a bola para tras.
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Definicao 4.4. Para um ponto = em 2 e p > 0, definimos

BT (x,p) = {y € B|Fa(z,y) < p}

e chamamos de bola aberta para frente (ou bola aberta a direita centrada em x de raio
p). Do mesmo modo, definimos

B (z,p) = {y € B|Fa(y,z) < p}

e chamamos de bola aberta para tras (ou bola aberta a esquerda centrada em = de
raio p).

Defini¢ao 4.5. Para um ponto x em Q e p > 0, definimos
BTz, p] = {y € B|Fa(z,y) < p}

como a bola fechada para frente (ou bola fechada a direita centrada em z de raio p.
Reciprocamente, definimos

B~ |z, p] = {y € B|Faly,x) < p}
como a bola fechada para tras (ou bola fechada a esquerda centrada em x de raio p.
Definicao 4.6. Para um ponto = em 2 e p > 0, definimos

S (z,p) ={y € B|Fa(z,y) = p}

e denominamos de esfera para frente (ou esfera a direita centrada em x de raio p. Do
mesmo modo, definimos

S™(z,p) ={y € BlFaly, ) = p}

e denominamos de esfera para tras (ou esfera a esquerda centrada em z de raio p.

Note que a bola para tras da métrica Funk é a bola para frente da métrica Funk
inversa e vice-versa. Porém, a bola para frente e a bola para tras geralmente tem
diferentes formas e diferentes propriedades.

Proposicao 4.6. Seja 2 um subconjunto aberto convexo de R™ com a sua métrica Fy,
seja x um ponto em () e seja p um numero real ndo-negativo. NGs temos:

e Abola aberta para frente B*(x, p) € a imagem de ) pela homotetia de centro x e
o fator (1 — e™").

e Abola aberta para tras B~ (z, p) € a intersecdo de 2 com a imagem de ) pela
homotetia de centro x e o fator (e? — 1), seguido pela simetria central, centrada
emcux.
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Figura 18: Representagao das bolas da métrica Funk.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Demonstragéo. Seja y # x um ponto em Q. Se Fy(x,y) = 0, entdo o raio R(z,y) €
contido em 2, e por qualquer z naquele raio, nés temos Fy(z, z) = 0. Portanto o raio
é contido também em B(x, p). Se Fo(x,y) = 0, entdo a = aq(z,y) # H,, € temos as
seguintes condi¢des equivalentes para qualquer ponto y no segmento [z, al:

(3

ly — al

|z—al

%8 l=al < P
|z —al
ly —al
[z —a| <e’ly —a|l =e(lz —al — [y —z)

< e

|z —a| < €|z —a| — ey — x|
e’ly — x| < eflx —al — |z — q

ely =z < (" = 1|z —a

e’ —1 1
y—al< (= )le—al= (1= ]le—dl

ly —al < (1 =e?)z —al

Com isso, nGs provamos o primeiro item. Para provar o segundo item, definimos
b = aq(y,x), entdo para qualquer ponto y € [z, a] nds temos z € [b, y], dai:

y € B (x,p)

|y—bl
e |z—b]| < ep

ly — b
|z — D]

&

& el >

& eflr—bl >y —bf =y —a|—[r b
=3

=

e’le — bl + |x — b > |y — x|
(¢ = 1) |z = b >y — =.
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]

Desta forma, por exemplo, se €2 é o interior da bola euclidiana em R",entéo
qualquer bola para frente da métrica Funk B*(xg,d) é também uma bola euclidiana.
Entretanto, seu centro euclidiano ndo € o centro para a métrica Funk (a menos que
xo € 0 centro de 2). Considerando o exemplo 4.1, se 2 é a bola unitaria euclidiana e
BT (xg,0) C Q2 é abola de centro x, e raio p em 2, entdo y € B*(xo,0) Se e somente se
Fo(zo,y) < p. Usando a férmula 4.1, podemos ver que isso é equivalente a

ylI* — 267 (y, o) + €~ *[|ao||* < (1 — e7*)?

Isto descreve a bola euclidiana com centro z; = e ?xy e o raio r = (1 — e~ ?). Vejamos
agora algumas observacoes tiradas da proposicao acima.

Observacao 4.1. Quando o conjunto convexo ¢ é ilimitado, as bolas para frente e
bolas para tras sdo sempre nao compactas.

Observacao 4.2. Se () é limitado, entdo para qualquer x € ) e para p grande o
suficiente temos que B~ (x,p) = (. Isto segue da proposicéo 4.5. Em particular, as
bolas fechadas para tras ndo sdo compactas para raios grandes.

Observacao 4.3. A bola aberta para frente € geodesicamente convexa se, e somente
se, (2 é estritamente convexo.

4.4 Geodésica

Definicao 4.7. A curva parametrizada diferenciavel v : I — X, onde I € R em
um espago métrico fraco (X,d) € um mapa continuo. O comprimento de arco de
v @ [a,b] = X é definido por

onde o supremo € tomado sobre todas as subdivisées a =ty <t; <--- <ty =0b.

Definicao 4.8. Uma curva diferenciavel v : [a,b] — X é uma geodésicase d(v(a),v(b)) =
L, onde L € comprimento do arco da curva. O espago metrico fraco (X, d) é conside-
rado um espaco métrico geodésico fraco se existe uma curva geodésica conectando
qualquer par de pontos. E dito ser unicamente geodésica se a curva geodésica é Unica
até reparametrizacdo. Um subconjunto A ¢ X é chamado de geodesicamente convexo
se dado dois pontos em A, qualquer curva geodésica juntando eles é contida em A.
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Lema 4.1. Seja~ : [a,b] — X uma curva parametrizada diferenciavel. v é geodésica
se, e somente se, para qualquerty,ts, t3 em |a,b] satisfazendo t; < t, < t3 temos que

d(y(t1),v(ts)) = d(v(t1),v(t2)) + d(v(t2),7(t3))-

Demonstragéo. A prova € uma consequéncia das definigdes. O

4.5 Ponto de vista projetivo

Agora consideramos a seguinte generalizacdo da geometria Funk. Dizemos que
um subconjunto U C RP" € convexo se nao contém qualquer linha projetiva completa
e se a intersecdo de qualquer linha projetiva L ¢ RP" com U sendo um conjunto
conectado. Se U e (2 sdo dominios conectados em RP" com 2 C U, e se z,y sao dois
pontos distintos em €2, denotamos por aq(z,y) € 0 e wa(x,y) € OU 0s pontos na linha
L que passa por z e y na seguinte ordem a, y, =, w.

Definicao 4.9. (Métrica Funk Relativa). A métrica Funk relativa para 2 C U é definida
por Fou(z,z) =0 e por

ly —wl |z —aql

Fou(x,y) = log ( ) ,Sex # y.

[z —wl ly—af

A métrica funk relativa € a métrica fraca projetiva, é invariante sob transformacoes
projetivas no sentido que se f : RP" — RP" é transformagéao projetiva, entao

Fou(z,y) = Fraso)(f(2), f(y)).
Observe também que se U C R™ € um dominio convexo adequado, entdo
Fou(z,y) = Fa(z,y) +" Fy(x,y).
Lema 4.2. Caso U = R" temos que
Fou(z,y) = Fa(z,y).
Demonstracdo. Se U = R"™ entdo o limite € o hiperplano no infinito H,, e portanto

ly — wl
2 — w|

= 1 para qualquer z,y € Q. O

Lembramos que ndo ha um hiperplano preferido no espaco projetivo, assim, a
geometria Funk classica é um caso especial da geometria Funk relativa onde o dominio
englobando U C RP" é o complemento de um hiperplano.
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5 APLICACOES DA METRICA FUNK

Neste capitulo mostraremos algumas das aplicacbes da métrica Funk e proprie-
dades destas aplicagbes. Recomendamos ao leitor uma leitura prévia de (ANTONELLI,
2003), (HILBERT, 1902), (SHEN, 2001a) e (SHEN, 2001b). Para uma leitura apro-
fundada temos (MO; SHEN; YANG, 2006), (PAPADOPOULOS; TROYANOQV, 2009) e
(CHERN; SHEN, 2005).

5.1 Meétrica Hilbert

Definicao 5.1. (Métrica Hilbert). A métrica Hilbert em dominio convexo adequado
2 C R" é definido por
1
HQ(‘ra y) = 5 (FQ(IE,?J) +T FQ(va)) )

onde () é considerado um subconjunto de U C RP".

Figura 19: Métrica Hilbert.

a

n

b

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Esta métrica € uma métrica fraca projetiva, note que = # y, dai

1 ly — bl |z —al
li :—1 .
alry) =g loe <|~’v—b\ ly—al)’

onde a = ag(z,y) € b= aq(y, x).
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Observacao 5.1. A métrica Hilbert coincide com a metade da métrica Funk relativa do
dominio 2 em relacéo a si mesma:

1
Ho(z,y) = §FQQ(1‘ay)

Se 2 € a bola unitéria euclidiana, a distancia de Hilbert coincide com o modelo de
Klein de espago hiperbdlico. Aplicando a geometria de Funk obtemos varios resultados
na geometria de Hilbert. Em particular, aplicando 4.1 obtemos a seguinte proposicao:

Proposicao 5.1. A métrica Funk em um dominio convexo () # R™ satisfaz as seguintes
propriedades:

(a) Ho(z,y) > 0e Hq(x,z) =0,Va,y € Q.
(b) HQ<I7Z) < Hﬂ(xay) + Hﬂ(ya Z)7V$ayaz € (.

(c) Hq € projetiva, isto €, Ho(x,z) = Hq(x,y) + Ho(y, 2) quando z é um ponto no
segmento [z, y|.

(d) A métrica fraca Hq, € simétrica, isto é, Ho(x,y) = Hq(y,x) para qualquer x e y.

(e) v #y = Hq(z,y) > 0, se e somente se, o dominio §) é ndo contem nenhuma
linha reta.

(f) A métrica fraca Hg, € ilimitada.

Demonstragcdo. A prova dessa proposicao provém das definicbes e da proposicao
4.1. O

Observacao 5.2. Se o dominio convexo €2 # R"™ ndo contém nenhuma linha reta, entao
Hq é uma métrica classica e € completa. Ainda mais, um dominio convexo que nao
contém nenhuma linha reta € chamado de dominio convexo agudo.

5.2 Meétrica Finsler

Definicao 5.2. (Norma de Minkowski). Dizemos que a fungao continua ' : V- — [0, +00)
€ uma norma de Minkowski em V' se

(@) FéC>~emV\ {0},

(b) F(\y) = A\F(y),Vy € V,\ > 0. Dizemos que F' é positivamente homogénea de
grau 1,
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(c) Yy € V'\ {0}, a forma bilinear simétrica

1 02
gy(uvv) = éasat

é positiva-definida. Dizemos que F? é estritamente convexa.

F2(y + su + tv)] s——o

O par (V, F') € chamado de espaco de Minkowski.

Exemplo 5.1. Um produto interno positivo definido (,) em V induz uma norma de

Minkowski F'(y) := /(y,v).

Exemplo 5.2. Consideremos a métrica Funk definida anteriormente, vamos construir
uma norma de Minkowski em cada espago tangente 7,(2. Dados = € Q e y € T,Q2 ~ R?,
definimos a norma de y por

d
F(y) = lim —(x’ )

e—0t €

.1 la — x|
— lim -log [ 2 =%
=0t € la — x — ey

<y,a—x>
o —a|

onde a € a intersecado da semirreta por x que passa em z + ey, e > 0, com 0 bordo 0.
Percebe-se que ¢ > 0. Segue que para todo x € (2, 0 conjunto

Sy ={y e L,QA~R* F(y) =1}
coincide geometricamente com 0.

Definicao 5.3. (Métrica de Finsler). Seja M uma variedade diferenciavel. Definimos
uma fungéo continua
F:TM — [0, +)

como uma meétrica Finsler em M se F satisfaz

(@) F é C>™ em TM,, o fibrado tangente com a se¢cao nula removida,
(b) F(Av) = AF(v),Yv = (z,y) € TM, X > 0, onde denotamos \v = (z, \y),

(c) A forma bilinear simétrica g, : T,M x T, M — R, definida por

1 9?
v = = F2 s — - xT
gu(u, w) 5 5e 0 (y+su+tv)|s =t =0,Yu,w € T, M,

é positiva-definida Vv = (z,y) € T M,.

O par (M, F') € chamado de variedade Finsler.
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6 CONCLUSAO

Acreditamos ter alcan¢ado o objetivo deste trabalho, conseguimos apresentar os
principais conceitos e resultados da métrica Funk e apresentamos algumas aplicacdes
de uma &rea que vem crescendo muito ultimamente e de grande importancia na
geometria.

Os conhecimento de Espaco Métricos e Geometria Diferencial foram de extrema
importancia para o desenvolvimento desta pesquisa, os conteudos utilizados podem
ser utilizados na compreensao de varios conteudos relacionados. Este conhecimento
pode ajudar o aluno que estuda estas disciplinas que séo eletivas, pois aquele que
desejam continuar a sua formacao académica necesitam destes conteudos na sua
formacéao e o conteudo aqui exposto ajuda a atingir este objetivo.

Com a realizagao deste trabalho foi possivel perceber que a matematica € muito
abrangente, ela se apresenta de diferentes maneiras em diversas areas, com isso
destaca cada vez mais a importancia da matematica.

Contudo, com esta pesquisa foi possivel mostrar ao leitor um pouco sobre este
tema e os diferentes modos em que pode ser estudado. Esperamos que com o que foi
mostrado o leitor procure saber mais sobre esta area de estudo.
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APENDICE A — INFIMO E SUPREMO

Este apéndice mostra alguns conceitos e resultados que ajudam o leitor a
compreender o trabalho. Recomendamos o leitor, a leitura de (LIMA, 2016).

Definicao A.1. Um conjunto X C R é dito limitado superiormente quando existe a € R
tal que = < a, para todo = € X. Chamamos a de cota superior de X. Do mesmo modo,
dizemos que X C R é limitado inferiormente quando existe b € R tal que b < z,Vz € X.
Chamamos b de cota inferior de X.

Definicao A.2. Seja X C R, chamamos de limitado quando € limitado superior e

inferiormente. Isto quer dizer que ha um intervalo limitado [a, b] tal que X C [a,b]. E
condicado abaixo também é muito utilizada:

X é limitado se existe k£ > 0 tal que |z| < k,Vx € X.

Exemplo A.1. Considere o conjunto Z = (1,4] C R. Observe que Z € limitado superior-
mente pois 5 é cota superior visto que z < 5,Vz € Z, e também inferiormente pois 0 é
cota inferior visto que 0 < z,Vz € Z.

Exemplo A.2. O conjunto X = (1,5) C R é limitado, pois, existe 6 € R* tal que
lz] <6,Vr e X.

Definicao A.3. Seja X C R um conjunto limitado superiormente. Chamamos b de
supremo de X quando b € a menor das cotas superiores de X. Explicitamente temos:

a) v <b,Vx e X (bé cota superior de X);

b) Se existe c € R tal que ¢ é cota superiorde X (z <¢,Vz € X),entdob<c(béa
menor das cotas superiores).

O item b) pode também ser reformulado assim:

b)" Se existe c € R tal que ¢ < b entdo existe x € X tal que ¢ < = < b (¢ ndo é cota
superior de X)

Escrevemos b = sup X para indicar que b € o supremo do conjunto X.

Definicao A.4. Seja X C R um conjunto limitado inferiormente. Consideramos a 0
infimo de X quando a € a maior das cotas inferiores de X. Explicitamente temos:

a) a < x,Vx € X (a € cota inferior de X);
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b) Se existe ¢ € R tal que ¢ é cota inferior de X (¢ < z,Vx € X),entdoc < a (a é a
maior das cotas inferiores).

O item b) pode também ser reformulado assim:

b) Se existe ¢ € R tal que a < c entdo existe z € X tal que a < = < ¢ (¢ ndo é cota
inferior de X)

Escrevemos a = inf X para indicar que a é o infimo do conjunto X.

Observacao A.1. O conjunto R é completo, isto &, todo conjunto ndo vazio X ¢ R
limitado superiormente possui supremo. Do mesmo modo, todo conjunto ndo vazio
X C R limitado inferiormente possui infimo.

Exemplo A.3. Q n&o é completo. Seja QU [0,v3)={zr € Q:0< 2z <+V3}.EmRo
supremo de Q U [0, 1/3) seria v/3, mas Q U [0, v/3) ndo tem supremo em Q.

Exemplo A.4. O conjunto N dos numeros naturais é ilimitado superiormente. Com
efeito, suponha que N C R é limitado superiormente. Portanto, existe ¢ € R tal que
¢ = sup N. Assim, ¢ — 1 n&o € cota superior de N e com isso existe n € N tal que

c—1l<n<c¢c=c<n+l=s(n)eN,

um absurdo, pois contradiz o fato de ¢ ser cota superior de N. Logo, o conjunto N é
ilimitado superiormente.

1 ~
Exemplo A.5. Mostre que se X = {—; n e N} entdo inf X = 0.
n

. - 1 . . o
Com efeito, como n > 0 entdo 0 < —Vn € N, ou seja 0 é cota inferior de X.
n
Agora nos falta mostrar que qualquer numero real ¢ > 0 nao é cota inferior de X. De

fato, dado ¢ > 0 existe ny € N tal que ny > — (pois N € ilimitado superiormente), isto €,
C

1 1
¢ > —. Dessa forma, dado ¢ > 0, obtemos um elemento de X, —, tal que
ng no

1
0<—<e
No

Entdo, ¢ n&o é cota inferior de X, portanto inf X = 0.
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