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RESUMO

Este trabalho trata da Introducao a Teoria dos Numeros, com algumas nocdes preeliminares de
divisibilidade, e aritmética modular como congruéncia, congruéncias lineares, e alguns teoremas
classicos, a citar os teoremas de Euler, Fermat, Wilson, e o teorema chinés dos restos. Apresentar
algumas Fung¢des Aritméticas, um contetido ndo abordado no curso de Introducao a Teoria dos
Numeros, como a funcdo p de Euler, a funcdo ¢ de Mobius e uma relagdo entre essas duas

fungdes artiméticas.

Palavras-chave: Funcdo Aritmética. Funcao de Euler. Funcdo de Mobius. Congruéncia. Divisi-
bilidade.



ABSTRACT

This paper presents Number Theory, with some preliminary notions of divisibility, and is modular
as congruence, linear congruences, and some classical thoerems, one quoting the Euler, Fermat
and wilson theorems, and the chinese remains theorem. Introduce Some Arithmetic Functions,

such as Eule’s y function and Mobius ¢ function and a relationship between these two arithmetic
funcitions.

Keywords: Arithmetic function. Euler function. Mobius function. Congruence. Divisibility.
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1 NOCOES PRELIMINAR

1.1 DIVISIBILIADADE

Definicdo 1.1. Se a e b sdo inteiros, dizemos que a divide b, denotando por a|b, se existir um

inteiro c¢ tal que b = ac. Se a ndo divide b escrevemos a 1 b.

Proposicao 1.1. Se a, b e ¢ sdo inteiros, alb e b

¢, entdo alc.

Demonstracao. Como alb e b|c, existem inteiros k; e ks com b = kja e ¢ = kyb. Substituindo o

valor de b na equagdo ¢ = kob teremos ¢ = (kqky)a o que implica alc. [

Exemplo 1.1. Como 3|12 e 12|48, entdo 3|48, pois 48 = 16 - 3. Como ndo existe intero ¢
satisfazendo 15 = 4 - ¢, entdo 4 1 15. ¢

Proposicao 1.2. Se a, b, ¢, m e n sdo inteiros, c|a e c|b entdo c|(ma + nb).
Demonstragdo. Se c|a e c|b entdo a = kic e b = kyoc. Multiplicando-se estas duas equagoes

respectivamente por m e n teremos
ma = mkic e nb = nksc.
Somando-se membro a membro obtemos

ma + nb = (mky + nkyc)c = c|(ma + nb).

Exemplo 1.2. Como 3|15 e 3|42, entdo 3|(8 - 15 — 7 - 42). De fato, 8 - 15 — 7-4 = 414 e
414 = 138 - 3. ¢

Teorema 1.1. A divisdo tem as seguintes propriedades:
i1) d|n = ad|an

iii) adlan =ea # 0= d|n

iv) 1|n

v) n|0

vi) dinen #0=|d < |n|

vii) dlnen|d = |d| = |n|

viii) dined #0= (%) | n



Demonstracdo. i) Como n = 1 - n segue da defini¢do 1.1 que n|n, inclusive para n = 0. Com

isso demonstramos também os itens iv) e v).

i1) Se d|n entdo n = cd para algum inteiro c. Logo an = c¢(ad) = ad|an. Para demonstrar 7i7) é

s6 fazer a volta de 77). As demonstragdes vi) e vii) sdo Gbvias.

Demonstraremos, agora, viii). Se d|n entdo n = k;d e portanto g ¢ um inteiro. Como
<g> - d = n segue da defini¢do 1.1 que (%) . |

1.2 ALGORITMO DA DIVISAO

Teorema 1.2. Sejam, a, b € Z, b > 0. Entdo existem unicos ¢, r € Z, tal que a = bq + r
onde 0 < r < b. Os inteiros, a, b, g, e r sdo chamados, respectivamente, dividendo, divisor,

quociente e resto.

Demonstracao. Trata-se de um teorema de existéncia e unicidade. Enunciaresmo o chamado
Principio de Arquimiedes: Dados a e b € Z com b # 0, entdo a € multiplo de b ou se encontra
entre dois mdltiplos consecutivos de b, isto é, correspondendo a cada par de inteiros a e b # 0

existe um inteiro ¢ tal que para b > 0,
gb<a<(q¢g+1)b

parab < 0
gb <a < (qg—1)b.

Enunciaremos o Principio da Boa Ordem (P BO). Todo conjunto ndo-vazio de inteiros positivos

contém um elemento minimo.

Existéncia

Seja S o conjunto de todos os inteiros ndo negativos que sdo d forma a — bx, com x € Z, isto é:
S={a—br; x€Z, a—bxr >0}

Pelo pricipio de Arquimedes, existe ¢ € Z, tal que gb < a, logo a — ¢b > 0 que mostra
que S € ndo-vazio. Assim pelo PBO, existe o elemento minimo em S que chamaremos de 7.
Suponhamos que = a — bg, sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r < |b|. Suponhamos por
absurdo > |b|. Portanto existe s € N U {0} tal que r = |b| 4 s, logo 0 < s < r. Logo, esta

garantida a existéncia de g e 7.
Unicidade

Para mostrar a unicidade de ¢ e r, suponhamos que existem ¢; e r tais que

a:bq1+7“1 0<r<bd
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Entao teremos

bgy +r1=0bg+r =1 —7=(q0—q)b=b[(r —7)

Por outro lado temos
-b<—1r<0 e 0<r <b

Isso implica

—b<ry—r<b istoé, |ry —r|<b

Assim, b|(ry — 1) mboxe (r; —r) < be portanto r; —r = 0 e como b # 0, também temos

q—q =0.Logo, 1 =req =q. ]

Corolario 1.1. Dados dois inteiros a e b, b # (0 existem e sdo uinicos os inteiros q e r ge
satisfazem as condigoes
a=bg+r 0<r; <|b

Demonstracdo. Com efeito, se b > 0, pelo Teorema 1.2 o resultado segue. Se b < 0, entdo

|b| > 0, e por conseguinte existem e sdo tGinicos os inteiros ¢; e r tais que
a=|blgg+r 0<<|b

Ou seja, Ibl=-b
a=b(—q)+r 0<r<|p

Portanto, existem e sdo Unicos os inteiros ¢ = —q; € r tais que

a=bg+r 0<r<|b

1.3 NUMEROS PRIMOS

Defini¢do 1.2. Um ndimero inteiro n(n > 1) possuindo somente dois divisores positivos n e 1 é

chamado primo.
Proposicao 1.3. Se p|ab, p primo, entdo p|a ou p|b.

Demonstracdo. Se p fab, entdo (a,p) = 1 o que implica p|b. ]

Teorema 1.3. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro maior do que 1 pode ser

representado de maneira tnica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos.
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Demonstracao. Se n € primo ndo hd nada a ser demonstrado. Suponhamos, pois, n composto.
Seja p1(p1 > 1) o menor dos divisores positivos de n. Afirmamos que p; é primo. Isto é verdade,
pois, caso contrdrio exiiria p, 1 < p < p; com p|n, contradizendo a escolha de p;. Logo,
n=mpni.

Se n4 for primo a prova estd completa. Caso contrario, tomamos p, como o menor fator
de n,. Pelo argumento anterior, ps € primo e temos que n. = pPans.

Repetindo este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros positivos
ni, Na, ..., n,.. Como todos eles sdao ineiros maiores do que 1, este proceso deve terminar.
Como os primos na sequéncia py, pa, ..., Pr N0 sdo, necessariamente, distintos, n terd, em

geral, a forma:

— al a2 A
n_pl 7p2 ) 7pk

Para mostrarmos a unicidade usamos indu¢ao em n. Para n = 2 a afirmacdo é verdadeira.
Assumimos, entdo, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e menores do que
n. Vamos provar que ela também € verdadeira para n. Se n € primo, ndo ha nada a provar. Vamos

supor, entao, que n seja composto e que tenha duas fatoragdes, isto €,

n=pip2---Ps
n=4qi1q2" " qr
Vamos provar que s = r e que cada p; € igual a algum ¢;. Como p; divide o produto

¢192 - - - ¢, ele divide pelo menos um dos fatores g;. Sem perda de generalidade podemos supor

que p1|g;. Como sdo ambos primos, isto implica p; = ¢;. Logo — =po -+ ps = ¢2 + - - ¢,. Como
b

n . . - . ~ . 1A - . .
1 < — < n, a hipétese de inducdo nos diz qu as duas fatoragdes sdo idénticas, isto €, s = r e, a

b
menosda ordem, as fatoracdes p1ps - - - Ps € q1¢2 - - - ¢ SA0 iguais. [ |

1.4 CONGRUENCIA

Definicao 1.3. Sejam a, be m € Z, 0 # m-fixo. Diremos que a € congruente a b médulo m,

quando a e b deixam os mesmos restos na divisdo euclidiana por m, e escreve-se:
a = b(mod m).

Para indicar que a e b ndo sdo congruentes modulo m, escreve-se:
a Z b(mod m).

Teorema 1.4. Sejam a, be m € Z, 0 # m-fixo. Entdo, a = b(mod m) se, e somente se,
m|(a —b).
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Demonstracdo. (=) Pelo Algoritmo da Divisdo, temos:

a=mq +ry, 0<r <|m|

b=mg +12, 0<ry<|m,

tais que q1, @2, 1 €79 € Z.

Como a = b(mod m), entdo, pela Defini¢do 1.3, 7y = r5. Subtraindo b de a, vem:

a—b=mq +1r —mg —1;
=m(q — q2) + 71— 12
=m(q — q2)
= m|(a —b).
(<) Subtraindo b de a, obtemos:

a—b=m(q —q)+r —7.

Como m|(a — b) e é 6bvio que m(q; — go) é divisivel por m, entdo (r; — r9) é divisivel

por m. Todavia, como (11 — 1) < |m|, isto é, —m < r| — o < m, entdo:

r—1y=0= 1 =71y = a=b(modm).

Como m|(a—b) < |m||(a—b) entdo, nas demonstra¢des dos préximos teoremas, apartir
daqui, limitar-nos-emos ao caso em que m > 0.
Demonstraco. (<)
m|(a —b) & m = (a —b)q
& —m = (a = b)(—q)
< —m|(a— D).
Logo,
m|(a —b) & |m||(a —b).

Teorema 1.5. Sejam a, b, ce m € Z, 0 < m-fixo. Entdo, as seguintes propriedades sio

verdadeiras:
i) a = a(mod m), (reflexiva);

1) a = b(mod m) < b = a(mod m), (simétrica);
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i7i) Se a = b(mod m) e b = ¢(mod m), entdo a = ¢(mod m), (transitiva).

Demonstracao. Para provar a propriedade ), basta usar a Defini¢do 1.3, pois é 6bvio que a e
a deixam o mesmo resto na divisdo por m. Para provar ii), como a = b(mod m), entdo pelo

Teorema 1.4, temos:
ml(a —b) < a—b=mgq

< b—a=m(—q)
< ml|(b—a)
< b= a(mod m).

Finalmente, para provarmos #ii), observemos que se
a=bmodm) e b= c(modm),
entdo, novamente, pelo Teorema 1.4,
m|(a—b) e m|(b—c).

Logo,
ml|[(a —b) + (b—c¢)] & m|(a — ¢) & a = ¢(mod m).

Como fica explicito no Teorema 1.5 que a relagio de congruéncia
satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, entdo podemos afirmar que a rela-

cdo de congruéncia é uma relacdo de equivaléncia.

Teorema 1.6. Sejam a e m € Z, 0 < m-fixo. Entdo, todo inteiro a € congruente a seu resto da
divisado euclidiana de a por m.

Demonstracao. Pelo Algoritmo da Divisdo, obtemos:
a=mqg+r, 0<r<m <&

& a—r=mqg< a=r(modm),

para Unicos g e r € Z. [ |

Em outras palavras, o Teorema 1.6 estd nos dizendo que como todo inteiro a € congruente
a seu resto da divisdo euclidiana de a por m, entdo para achar o resto da divisdo euclidiana de
um inteiro a por m é suficiente procurar o inteiro r € {0, 1, ..., m — 1} que seja congruente a

a modulo m.

Exemplo 1.3. Para encontrar o resto da divisdo de 26 por 7, por tentativas, basta procurar
entre os nimeros do conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} o nimero r que satisfaz a congruéncia

26 = r(mod 7) e, logo percebemos que r = 5, pois 26 — 5 = 7 - 3.
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Definicdo 1.4. Uma colecdo de inteiros {ay, as, ..., a1} é um Sistema Completo de
Residuos Modulos m (SCRM,,)), quando cada inteiro é congruente médulo 1 a um tnico
inteiro a;, i € {1, 2, ..., m — 1} e dois quaisquer destes a; ndo sdo congruentes médulo m.

Em simbolos, a Defini¢do 1.4 se expressa assim:

{al, ceey Clm_l} éSORM(m) =4
Aie{l, ..., m—1} ; n=a;(modm), Vn € Z,
e
i #j < a; Zaj(modm),Vi, je{l, ..., m—1}.
Teorema 1.7. Sejam a e m € Z, 0 < m-fixo. Se o conjunto {0, 1, ..., m — 1} é o conjunto

dos possiveis restos da divisdo euclidiana da a por m, entdao dois quaisquer desses restos nio sao
congruentes médulo m.
Demonstracao. Utililizaremos o método de reducdo ao absurdo.
Sejam a; = m — i e a; = m — j elementos do conjunto {0, 1, ..., m — 1}, tais que
i#jei, j€{l, ..., m}.Suponhamos por absurdo que a; = a;(mod m). Dai,
(m—1i)=(m — j)(mod m).

Mas, pelo Teorema 1.4, obtemos:

m|[(m — i) — (m — j)] & m|(i — j). Absurdo!

Pois, i # j e
1 < j < m (L) 1 < j < m (Ly+ L)
—m < -1 < -1
~ D =j—i<|m—1=0#£j—1i<|m|,
—(m—-1) < j—1 < m-—1

todavia, o tinico ndmero divisivel por |m| menor do que |m| é o zero.

Logo, no conjunto {0, 1, ..., m — 1}} dois quaisquer de seus elementos ndo sdo
congruentes médulo m. |
Corolario 1.2. O conjunto {0, 1, ..., m — 1} é um SCRM ).

Demonstracdo. Sejam a, m € Z, a-arbitrario e 0 < m-fixo. Entdo, pelo Algoritmo da Divisdo

existem tunicos ¢, r € 7Z, tais que:

a=mq-+r.
Comor € {0, 1, ..., m — 1} e pelo Teorema 1.7 dois quaisquer desses restos nao sao
congruentes mddulo m, entdo existe um dnico r € {0, 1, ..., m — 1} tal que

a=r(modm), YacZ.
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Logo, pela Defini¢do 1.4 o conjunto {0, 1, ..., m — 1} é um SCRM . [
Em outras palavras, o Coroldrio 1.2 estd nos dizendo que a relacio de
congruéncia separa os inteiros em classes de equivaléncia moédulo m, isto €, os inteiros de
uma classe sdo aqueles congruentes médulo m.

Geometricamente, com uma circunferéncia dividida em m partes, fazemos corresponder

a cada ponto assinalado um dos elementos do conjunto {0, 1, ..., m — 1}, como na figura
abaixo:
Figura 1
m
0

we M+ (m-1), m-1 1, m+1 ...

2, m+2 ...

Fonte: MILIES. p. 105.

Portanto, em termos geométricos, a Definicdo 1.3 nos afirma que dois inteiros sdao
congruentes modulo m se, e somente se, estes inteiros sdo representados pelo mesmo ponto da
circunferéncia supramencionada, ou seja, cada ponto pode ser interpretado como uma classe de

equivaléncia médulo m.

Teorema 1.8. Se R = {ro, r1, ..., rx} é um SCRMy,), entdo k = m.
Demonstragio. Como pelo Coroldrio 1.2, o conjunto T" = {to, t1, ..., tym—1} éum SCRM,,,
parat; =1 =20, 1, ..., m — 1, entdo garantimos que cada r; é congruente a exatamente um

dos t;, isto €, k < m. Por outro lado, como R € um SCRM|,,), entdo cada ¢; € congruente a
exatamente um dos r;, ou seja, m < k.

Logo, como k < mem < k, entdo m = k. [

Teorema 1.9. Sejam a, b, ¢, m € Z, 0 < m-fixo. Tem-se que
a+c=b=+xc(modm) < a=b(modm).
Demonstracao. De fato,

atc=b+c(modm) < ml[(atc)— (b+c)
< m|(a—0b)

< a = b(mod m).
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Teorema 1.10. Sejam a, b, ¢, m € Z, ¢ > 0 e 1 < m-fixo. Se a = b(mod m), entdo
ac = be(mod em)

e a reciproca € veredadeira.

Demonstracao. Com efeito,

a = b(mod m) < m|(a —b)
Sa—b=mq, q€Z.
Multiplicando a dltima equagdo por ¢ > 0, vem:
cla—0b) =c(mq) & ca—cb= (ecm)q
< (em)|(ca — cb)
< (em)|(ac — be)

< ac = be(mod em)

Teorema 1.11. Sejam a, b, men € Z,com 0 < n, e 0 < m-fixo. Se a = b(mod m) e n|m,
entdo a = b(mod n).
Demonstracdo. Como, pelo Teorema 1.4, m|(a — b) e n|m, entdo por transitividade n|(a — b)

e, portanto, a = b(mod n). ]

Teorema 1.12. Sejam a, b, m € Z, 1 < m-fixo. Se a = b(mod m), entdo (a, m) = (b, m).

Demonstracao. Lembremos que
i) Sea, bem € Zeb=a+ mgq,entdo (a,m) = (b,m).

Como a = b(mod m), entdo pelo Teorema 1.4, m|(a — b), isto é, b — a = mq e, portanto,

b= a+ mq, q € Z. Logo, pelo item i) acima, obemos:

(a,m) = (b,m).

Teorema 1.13. Sejam a, b, ¢, de m € Z, 0 < m-fixo. Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m),

entao:
i) at+c=0b+d(modm)

1) ac = bd(mod m).
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Demonstracdo. Para provar i), como a = b(mod m) e ¢ = d(mod m) entdo, pelo
Teorema 1.4, m|(a — b) e m|(c — d). Logo,
m|[(a —b) £ (¢ — d)] & ml|[(a £ c) — (b d)]
< a+tc=b+tdmodm).

Para provar ii), como a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), entdo, novamente pelo

Teorema 1.4, obtemos:
a—b=mq < a=b+mq

c—d=mgqg < c=d+ mqs.

Dai,
ac = (b+ maq1)(d + mgs)
= bd + bmgy + maqid + m*q1q
= bd + m(bgz + ¢1d + mq1q).
Portanto,

ac — bd = m(bga + q1d + mq1q2) < m|(ac — bd) < ac = bd(mod m)

Corolério 1.3. Sejam a, b, m € Z, 0 < m-fixo e n € Z%. Se a = b(mod m), entdo

a" = b"(mod m).

Demonstracao. Usaremos o Principio da Inducao Finita (PIF) sobre n.
Seja X = {n € Z*; a" = b"(mod m)}. Por hipétese, 1 € X pois, a' = b'(mod m).
Suponhamos que k € X, isto é, a* = b*(mod m) com k € 7, . Hipotese de Indugdo
(H.L). Queremos mostrar que (k + 1) € X, isto é, a*™! = b*1(mod m).

De fato, como a = b(mod m) e a* = b*(mod m), acarreta, pelo item ii) do Teorema

~~

H.I
1.13, que:

a-a”=b-b*(mod m) & o™ = b* (mod m).

Logo, k+1 € X.
Portanto, pelo PIF X = 77, isto é, ™ = b"(mod m), Vn € Z*,. =

Corolario 1.4. Sejam a, b, m € Z, 0 < m-fixo. Se a+b = 0(mod m), entdo para todo n € 77,
tem-se que

a® = b"(modm) e a® 4+ b = 0(mod m).

Demonstracdo. Como a + b = 0(mod m), entdo m|(a + b) e, consequentemente,
ml[(a + b)(a — b)] & m|(a® — b?), isto é, a*> = b*(mod m). Aplicando o Coroldrio 1.3,
obtemos:

(a®)" = (b*)"(mod m) <
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a®™ = b*(mod m). (1.1)

Por outro lado, como é 6bvio que pela Defini¢do 1.3 —b = —b(mod m) e, por hipétese,
a + b = 0(mod m), entdo pelo item 7) do Teorema 1.13 podemos somar estas congruéncias, o

que acarreta em:

a = —b(mod m). (1.2)

Pelo item i7) do Teorema 1.13 podemos multiplicar a congruéncia 1.1 pela congruéncia
1.2 o que resulta em:

a®"t = —p**(mod m). (1.3)

E finalmente, como pela Definigdo 1.3 v*"*! = ?"*!(mod m), entdo pelo item 7) do

Teorema 1.13 podemos somar esta congruéncia com a congruéncia 1.3 para obtermos:

a2l 4 p2tt = 2l 4 20t (mod )

a*™ !+ p*" 1 = 0(mod m).

Teorema 1.14. Sejam a, b, ¢, m € Z, 0 < m-fixo. Entao, é verdade que

aczbc(modm);»azb(mod( = ))

(¢;m)

onde (m, ¢) é o mdximo divisor comum de m e c.

Demonstracao. Lembremos que

: c ‘- . - a b
i) Se (a,b) é o maximo divisor comum entre a e b, entdo < ) = 1.
ii) Se albce (a,b) = 1, entdo alc.

Por hipdtese,

ac = be(mod m) < m|(ac — be)

< ml(a —b)c

Mas, pelo item i) acima

Entao,
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Logo, pelo item ¢i) acima, vem:

() 100

ou seja,

Corolario 1.5. Sejam a, b, c e m € Z, 0 < m-fixo. Se ac = bc(mod m) e (m,c) = 1 entdo,

a = b(mod m).
Demonstracao. De fato, por hipdtese:

ml(ac — bc) < m|(a —b)c

“ ()15 (g )
5)) =t e (o)t (s)

o ((G3)- (5

(m,
m m ~
Logo, como = — = m, entao
(m,c) 1
m|(a — b) < a = b(mod m).
|
Teorema 1.15. Sejam a, b € Z, m;-fixoe Z, — {1}, i=1,2, ..., k,talque k € Z, — {1}.
Se a = b(mod m;), entdo:
a = b(mod [my, ma, ..., mgl),
onde [my, ma, ..., my| é o minimo miiltiplo comum dos nimeros my, ma, ..., My.
Demonstraciao. Lembremos que:
i) a|b™ < alb, n € Z;
" : _ 01 | 02 an _ b1 b2 b, _ 1 he hn
it) Sejam a = p{* - pst - .. Pt b =pt o pot e piry oo, ho=pit - ph? oL plt inteiros
tais que py, p2, ..., Py s40 os primos das fatoragdes de a, b, ..., hentdo:
max{ai, b1, ..., h max{ag, ba--h max{an, bn, ..., hn
a, b, .., ] = pyesten b ) e et b o)
(nas fatoragdes dos inteiros a, b, ..., h podem existir expoentes nulos, para os p;’s,
j=1 2, ..., n);

i11) A divisdo é transitiva, isto é, se a|b e b|c, entdo a|c tal que a, b, ¢ € Z*.
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Seja p,, 0 maior primo que aparece nas fatoracdes dos m;, + = 1, 2, ..., k. Entdo, pelo

Teorema Fundamental da Aritmética (TFA), cada m; pode ser expresso como

— 14 24 Oni
mp =Pyt Py
onde parap;, j =1, 2, ..., n, pode existir a; = 0.
Por transitividade (item 4i7) acima), como m;|(a—b), entdo p; “i|(a—b), i =1, 2, ..., k
ej=1,2 ..., n
Como
— @11 Q21 (677
my =p;topyt e py™
J— @12 Q22 2
Mz =Py~ P2 - P
— X1k Q2 Ol ke
Mg =py" P PR,
entdo tomemos a; = Pgagi{aﬂ} ecomop; “Vil(a—b),i=1,2, ..., kej=1,2, ..., n,
\Z\
teremos que
Pl =a—b
Pl =a—>b

por - q, = a —b.

Multipliquemos as n equacgdes acima, membro a membro, para obter:

(a=b)"=(q1 ¢ q)PF -5 ...-p2)
& (Pt py? )| (a = b)"
S (Pt Py (a = D),

onde a tdltima dupla implicagdo é verdadeira por causa do item 7) acima. Todavia, pelo item i7)

acima

Pyt Pt pin = my, ma, ..., My
Portanto,
[m1, ma, ..., mg]|(a —b) & a = b(mod [my, ma, ..., myl).
n
Teorema 1.16. Sejam a, be m € Z, 0 < m-fixo e (b,m) = 1. Se o conjunto A =
{ao, ..., am—1} é um SCRMy,), entdo o conjunto B = {a + bag, ..., a + ba,,—,}, tam-

bém, € um SCRM,y,).

Demonstracao. Inicialmente, usaremos o Método de Reducdo ao Absurdo (MRA).
Suponhamos a + ba; = a + ba;(mod m), i # j, parai, j € M ={0, 1, ..., m —1}.

Do Teorema 1.9, obtemos:

a+ ba; = a+ baj(mod m) < ba; = baj(mod m).
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E do Corolario 1.5, temos:
ba; = ba;(mod m) < a; = a;(mod m). Absurdo!

Pois, para i # j, quaisquer elementos do conjunto A = {ag, ..., an,_1} sdo dois a dois
incongruentes médulo m, isto €, a; # a;(mod m).

Além disso, como o conjunto A é um SCRM,,) e em B acabamos de verificar pelo
(MRA) que a + ba; # a + ba;(mod m), parai # j, e tanto em A quanto em B existem m
elementos, entdo para todo elemento a; € A existe um uUnico elemento correspondente
(a+ bayp) € B, h € M, tal que a; = a + bay(mod m) e, logo, existe um tnico (a + bay) € B,
tal que

k = a+ bap(mod m), Vk € Z.

Portanto, pela Defini¢do 1.4, B é um SCRM,,. [

Definicao 1.5. Sejam a, b, ge m € Z, 1 < m-fixo e b = a + mq. Diremos que o seguinte
conjunto @ = {a +mq; ¢ € Z} = {b € Z; b = a(mod m)} é a classe de equivaléncia @ dos b
inteiros congruentes para a médulo m (classe de congruéncia @), isto €, o conjunto dos b inteiros

que na divisao euclidiana por m deixam resto a.

Sejaa € Z, r€{0, 1, ..., m — 1}. Se a = r(mod m), pelo Teorema 1.6, r é tnico e,

consequentemente, a pertence a uma unica das seguintes classes de congruéncia:

Portanto, qualquer conjunto de elementos representativos (um de cada uma destas
classes) é chamado um SC RM,,. Em simbolos, dado um tnicor; € 4, i € {0, 1, ...,m— 1},
tem-se que:

R={rie; 0<i<m—1}

é um SCRM(m).

1.5 CONGRUENCIA LINEAR

Definicio 1.6. Dizemos que a congruéncia az = b(mod m) é uma congruéncia linear em uma

varidvel, quando x € uma incdgnita.

Teorema 1.17. Sejam xy e 1 € Z. Se xy é um solugdo a congruéncia az = b(mod m),
isto é, arg = b(mod m), e xr; = xo(mod m), entdo z;, também, é solu¢do a congruéncia
ax = b(mod m), ou seja, axy = b(mod m).

Demonstracdo. Como azy = b(mod m), e x; = xo(mod m) se, e somente se, ax; = axy(mod m),

entdo por transitividade (Teorema 1.5 item iii)), acarreta que:

ary = axy = b(mod m).
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Em outras palavras, o Teorema 1.17 nos garante que se um elemento
representativo de uma classe de equivaléncia @ € solucdo para uma congruéncia linear, entdao
todos os representantes de @, também, sdo solugdes.

Dai aparece uma importante questdo: quando uma congruéncia linar tem mais do que
uma soluc¢do, quantas destas solucdes sdao incongruentes?

Para ter condi¢des de responder esta questdo, primeiro teremos que demonstrar um
teorema que nos fornece informacdes concernentes a existéncia de solucdes para uma

equacdo diofantina.

Definicao 1.7. Dizemos que uma equacdo linear do tipo az + by = ¢ é uma equagdo linear
diofantina quando a, be c € Z, e a e b ndo sdo ambos nulos. Logo, as solu¢des para este tipo de

equagdo sdo pares ordenados de inteiros (z,y).

z

O nome de tais equagdes € em homenagem ao matemdtico grego Diofanto de
Alexandria que foi o primeiro a se preocupar com problemas deste tipo (em torno de 250
d.C.), ou seja, com equacdes indeterminadas que ocasionalmente tem infinitas solucdes; porém

ele procurava solugdes racionais, isto é, pares (x,y) tais que z, y € Q.

Teorema 1.18. Sejam a, b, d, x ey € Z, tais que (a,b) = d, a, b-fixos e, x, y-incégnitas. Se
d 1 ¢, entdo a equagdo ax + by = ¢ ndo tem solucdo inteira. Mas, se d|c, entdo esta equagdo tem
infinitas solu¢des. Além disso, se (xo, 1) € uma solugdo particular, entdo todas as solugdes sdo

dadas por
T =X+ (b/d)k

y=yo— (a/d)k, k€L

Demonstracao. Sejam a, b, o, 5, ed € Z, d # 0. Lembremos que:
i) se d|a e d|b, entdo d|(ax + bp);
i1) se (a,b) = d, entdo exitem « e [ tais que ac + b3 = d.

Inicialmente, provaremos que toda solucao da equacdo ax + by = c é dada por

x=uxz0+ (b/d)k, y = yo — (a/d)k. Seja (z,y) uma solugdo, isto &,
axr + by = c. (1.4)
Suponhamos que (g, yo), também, é solucdo, ou seja:
axg + byy = c. (1.5)
Entdo, subtraiamos a equacdo 1.5 da equacao 1.4, membro a membro, para obtermos:

ar +by —axrg —byo = a(r — xo) + b(y —yo) =0
< a(r —xo) = blyo — y).



23

Como (a, b) = d, entdo lembremos que:

a b
— =] =1.
(i-2)

Logo, dividamos o 1° e 0 2° membro da dltima igualdade por d para conseguirmos:
a b
E(w—xo) = C—l(yo—y.) (1.6)

~ . b . ‘.
Portanto, note que na equagio 1.6, necessariamente, ;|(z — x¢) € 5|(yo — ¥), isto é:

x—1x9=k(b/d) & v =20+ k(b/d) (1.7)

yo—y =k(a/d) & y=yo— k(a/d), k € Z. (1.8)

Agora, anlisemos a existéncia das solugdes a equagdo ax + by = c.

Se d 1 ¢, entdo d { (ax + by). Absurdo! Pois, como (a, b) = d, entdo d divide qualquer
combinagdo linear de a e b (item 4) acima), inclusive a combinagio az + by. Logo, se d 1 ¢, com
efeito, ndo existem x e y tais que ax + by = c € satisfeita, isto €, ndo hd solucdo a equacdo
ar + by = c.

Se d|c, entdo ¢ = kd, k € Z. Como (a,b) = d, entdo, pelo item 7i) acima existem « e 3
tais que

ac + b = d. (1.9)

Multipliquemos, a equacdo 1.9 pelo inteiro £, para obtermos:

a(ak) +b(Bk) = kd = c. (1.10)

Note que a equagdo 1.10 expressa que o par ordenado (¢, 4o), com zg = ak e yo = Sk,
¢ uma solugdo para ax + by = c. Investiguemos se isto é verdade com as equagdes 1.7 e 1.8.
Logo,
T =X+ (b/d)k‘
y =10 — (a/d)k.
Dai,
az + by = a(zo + (b/d)k) + b(yo — (a/d)k)
ab ab
= —k+byy — —k
axro + p + 0Yo p
= axg + byo
=c.
Portanto, se soubermos uma solugfo particular (g, 3o ), entdo a partir dela podemos gerar

infinitas solu¢des, com as equagdes
y =1yo — (b/d)k.
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Agora, de posse do Teorema 1.18 poderemos dizer quantas solu¢des incongruentes a

congruéncia ax = b(mod m) tem, caso exista alguma.

Teorema 1.19. Sejam a, b, e m € 7Z, taisque 0 < me (a,m) = d. Se d 1 b, entdo a congruéncia
ax = b(mod m) ndo tem solugdo, mas quando d|b, entdo esta congruéncia tem exatamente d
solucdes incongruentes médulo m.

Demonstracao. Lembremos que:
i) Sejam «v, € Z, a # 0. Se a3, entdo (5/a)|p.
Pelo Teorema 1.4, z é solug@o de ax = b(mod m) se, e somente se,
m|(az —b) < ax —b=my

S ar=b+my

< ar —my = b,

parazx, y € Z.

Do Teorema 1.18 é sabido que a equagdo ax — my = b ndo tem solugdo se d 1 b, e que ela

tem infinitas solugdes se d|b, dadas por x = zg + (b/d)k e y = yo — (a/d)k, ou seja, (xo, yo) é
uma solugdo particular para ax —my = b. Dai, equivalentemente, a congruéncia az = b(mod m)
tem um infinidade de solugdes do tipo x = x¢ + (7 )k.

Como € de nosso propdsito saber o nimero de solu¢des incongruentes, analisaremos
quais sdo as condi¢des em que x; = x¢ + (m/d)k; e xo = x¢ + (m/d)ks sdo congruentes

moédulo m. Assim, suponhamos que x; € x5 sdo congruentes, ou melhor,
zo + (m/d)ky = xo + (m/d)ka(mod m) < (m/d)k; = (m/d)ke(mod m),

mas como d|m, pelo item i) acima, entdo (m/d)|m e, logo (m/d,m) = m/d. Portanto, pelo

Teorema 1.14

(m/d)ki = (m/d)ks(mod m) < ky = ky (m"d (m/d))

< ky = ko(mod d).

Note que, pela Definicdo 1.5, k; e ky sdo elementos representativos da mesma classe de
equivaléncia médulo d.

Logo, se d|be (a, m) = d, para uma congruéncia linear de uma variavel ax = b(mod m)
temos exatamente d solu¢des incongruentes do tipo z = x¢ + (m/d)k, onde k percorre o
SCRM(d) = {1, 2, ce d}. |

Definicdo 1.8. Dizemos que uma solugio xy de az = b(mod m) é Gnica médulo m quando

qualquer outra solugdo x; for congruente a xy médulo m.

Definiciio 1.9. Uma solugio b de ax = 1(mod m) é chamada de um inverso de a médulo m.
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Note que é imediato, pelo Teorema 1.19, que de acordo com a defini¢do 1.9, se (a,m) = 1,

entdo o inverso de a é Unico.

Teorema 1.20. Sejam a, p € Z, p-primo. Entdo, a € seu préprio inverso médulo m se, e
somente se, ¢ = 1(mod p) ou a = —1(mod p).
Demonstracdo. (<) Se a € seu préprio inverso, entdo a?> = 1(mod p), pelo Teorema 1.4 se,

somente se:
m|(a2 -1 eplla—1)(a+1)

< pl(a—1)oup|(a+1)

< a = 1(mod p) ou a = —1(mod p).

1.6 OS TEOREMAS DE EULER, FERMAT E WILSON

Teorema 1.21. (Teorema de Wilson): Se p-primo € Z, entdo (p — 1)! = —1(mod p).

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.19, a congruécia ax = 1(mod p) tem uma dnica solug¢@o para
ac P={0,1,2, ..., p—1}. Por outro lado, pelo Teorema 1.20, em P h4 apenas o elemento
1 e o elemento (p — 1) que sdo seus proprios inversos médulo p. Entdo, é evidente que s6
podemos formar (p — 3)/2 pares com os nimeros restantes 2, 3, ...e (p — 2), cujo o produto é
congruente a 1 médulo p. Isto porquanto, pelo item i) do Teorema 1.13, podemos multiplicar

tais congruéncias uma pela outra, membro a membro sucessivamente, para obtermos:
2-3-4-...-(p—3)-(p—2) = 1(mod p) (1.11)

Agora, multipliquemos a congruéncia 1.11 com p — 1 = p — 1(mod p), membro a

membro, para gerarmos:

2:3:4-...-(p=3)-(p—2)-(p—1) = (p— 1)(mod p).
Logo, como p — 1 = —1(mod p), entdo por transitividade:

234 (p—3)- (r—2)- (p—1) = (p— 1)(mod p)
= —1(mod p)
& (p—1)!'=—1(mod p).

n
Teorema 1.22. Se n é um inteiro tal que (n — 1)! = —1(mod n), entdo n é primo.
Demonstracao. Usaremos o Método de Redugdo ao Absurdo (MRA).

Suponhamos que (n — 1)! = —1(mod n) e que n ndo é primo. Logo, n = kq com

l<k<nel<qg<n,ondek, q€ Z. Nestas condi¢des, note que tanto k|(n — 1)!, quanto
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q|(n — 1)!. Como n|((n — 1)! + 1), k|n e g|n, por transitividade, entdo

El[((n—D!'+1]eq|[(n—1)!+1]=k[n-1D'+1—-(mn—-Deq|[(n—1)+1—=(n—1)]
= k|1 e g|1. Absurdo!

Pois, 1 < kel <q.

Portanto, se (n — 1)! = —1(mod n), entdo n é primo. [

Teorema 1.23. (Pequeno Teorema de Fermat): Sejam a,p € Z, com p-primo, tal que p 1t a.
Entao,
a’~! = 1(mod p).

Demonstracdo. Como p { a e p é primo, entdo a # 0 e (a,p) = 1. Consideremos o seguinte
conjunto
A={b+ia; b=0e0<i<p—1}={0, a, ..., (p—1)a}.

Como pelo Coroldrio 1.2 o conjunto B = {0, ..., p— 1} é um SCRM,), entdo pelo
Teorema 1.16 o conjunto A, também, é um SC RM,. Dai, o conjunto

A—-{0}=A{a, 2a, ..., (p —1)a}

preserva o fato de que seus elementos sdo incongruentes dois a dois, embora ndo seja um
SCRM;), haja vista a forma como o construimos.

Como no conjunto B — {0} = {1, 2, ..., p— 1} seus elementos sdo incongruentes dois
a dois, entdo os elementos de A — {0} sdo congruentes aos elementos de B — {0}, numa ordem

conveniente. Isto é, temos p — 1 congruéncias da forma:

a x1(mod p)

2a = x9(mod p)

(p—1a = z,_1(modp),
onde z1, T2, ..., Tp—1 sd0 o0s inteiros 1, 2, ..., p — 1, amenos da ordem.

Pelo Teorema 1.13 item 47), vem:
a-2a-...-(p—la=zy-22-... 2,_1(mod p)
=1-2-...-(p—1)(mod p),
onde na ultima congruéncia o produto x; - x3 - ... - T, estd posto ordenadamente. Logo,
(p—Dla?' = (p—1)!(mod p).
Portanto, como ((p — 1)!, p) = 1, pelo corolério 1.5, advem que

a’~! = 1(mod p).
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Corolario 1.6. Sejam a, p € Z, p-primo, a arbitrdrio. Entdo a? = a(mod p).

Demonstracdo. Se p 1 a, do Teorema de Fermat temos que a?~! = 1(mod p) e como

a = a(mod p) pelo Teorema 1.13 item i), vem:

a’~'a = a(mod p) < a” = a(mod p).
Se pla, entdo plaa’~' o que implica plaP. Assim, a = kip e a? = kop.
Multiplicando-se estas duas equacdes por —1 e 1, respectivamente, teremos —a = —kip €

aP = kop. Somando-as, membro a membro, obtemos:
a’ —a=kp—kipead —a= (ks —k)p
< pl(a” —a)

& a? = a(mod p).

Definicao 1.10. Se n é um inteiro positivo, a fun¢do ¢ de Euler, denotada por ¢(n), é a definida
como sendo o nimero de inteiros positivos menores do que ou iguais a n que sao relativamente

primos a n.

Definicdo 1.11. Um Sistema Reduzido de Residuos Médulo m (SRRM,,) é um conjunto de
¢(n) inteiros, 11, 72, ..., T(m), tais que cada elemento do conjunto é relativamente primo com

m, ese i j,entdo r; # r;j(mod m).

Exemplo 1.4. O conjunto {0, 1, 2, 4, 5} é um SCRM), assim o conjunto {1, 5} é um
SRRM . Logo, note que de acordo com a defini¢do 1.11, nosso exemplo serve para enten-
dermos que se quisermos um SREM,,), entdo € necessdrio apenas excluir os elementos do

SC RM,,) que ndo sdo relativamente primos com 1m.

¢

Teorema 1.24. Sejam a e m € Z* tal que (a,m) = 1. Se o conjunto {ry, ra, ..., T4@m)} € um
SRRMy,), entdo o conjunto {ary, ars, ..., argm)}, também, é um SRRM .
Demonstracao. Usaremos o método de reducdo ao absurdo.

Como o conjunto {ry, ra, ..., 7‘¢(m)} € um SRRMy,), entdo pela defini¢do 1.11, para
i # j, temos que r; # r;j(mod m), 4,5 € {1, 2, ..., ¢(m)}. Suponhamos por absurdo que,
para i # j, existem ar; € ar; no conjunto {ary, ary, ..., arg) } tais que ar; = arj(mod m),

i,7€{1,2, ..., ¢(m)}. Logo, como o (a,m) = 1, pelo Coroldro 1.5, entdo
ar; = arj(mod m) = r; = r;(mod m)
=i =7j, poisosr;, rj € SRRMy,).

Mas, a tese ¢ = j € absurda, pois nossa hipdtese é que i # j.

Portanto, o conjunto {ary, ara, ..., arym} é um SRRM ). n
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Teorema 1.25. (Teorema de Euler): Sejam a e m € Z, 0 < m, tal que (a,m) = 1. Entdo, é
verdade que:
a®™ = 1(mod m).

Demonstracdo. Seja S = {ri, 72, ..., T4} um SRRM,,. Entdo, se (a,m) = 1, pelo
Teorema 1.24, também, o conjunto A = {ary, ary, ..., arym)} é um SRRM,). Logo,
para todo elemento ar; € A existe um dUnico elemento r; € S tal que
ar; = r;j(mod m), onde ¢, j € {1, 2, ,3, ..., ¢(m)}.

Portanto, pelo Teorema 1.13 item i7), o produto de todos os elementos de .4 é congruente

ao produto de todos os elementos de S médulo m, isto é,

ary - arg ... ATgm) =71 T2 - ... - Tem)(mod m),
ou seja,
a®p oy To(m) =T1°T2 . To(m)(mod m),
ou melhor,
#(m)
a®m = H ri(mod m), (1.12)

Portanto, como o
B(m)

Hn,m =1,

i=1

¢(m)

entdo, pelo Corolario 1.5, podemos cancelar o produtério H r; de ambos os membros da
i=1

congruéncia 1.12 para advir

a®™ = 1(mod m).

1.7 O TEOREMA DO RESTO CHINES

Em homenagem aos matematicos chineses € um praxe entre os matematicos em geral no-
mearem o préximo teorema como: o Teorema do Resto Chinés. Haja vista os

chineses j4 o conhecerem desde a antiguidade.

Teorema 1.26. (Teorema do Resto Chinés): Se (a;,m;) = 1 e (m;,m;) = 1, para
i, je{L, 2, ..., 1}, i #J, ec; €Z, entdo o sistema de congruéncias
ax = c¢p(mod my)
asr = co(mod my)
{ azx = c3(mod ms3)
a,x = c¢.(modm,)
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tem uma Unica solu¢do médulo m, onde m = mymsy - - - m,..

Demonstracao. Como (a;, m;) = 1, entdo, pelo Teorema 1.19, ha uma tnica solug@o a i-ésima
congruéncia a;x = ¢;(mod m;), i € {1, 2, ..., r}, aqual denotaremos por b;. Seja y; = m/m,.
Assim, como (m;, m;) = 1, entdo (y;,m;) = 1 parai # j. Logo, também, pelo Teorema 1.19,
héd uma unica solug@o a i-ésima congruéncia y;x = 1(mod m;), cuja denotaremos por 7. Dessa
maneira, y;7; = 1(mod m;), i € {1, 2, ..., r}.

Declaramos que o nimero x dado por
T = by + bayols + - + by, Y, (1.13)
¢ a solucdo simultanea de nosso sistema de congruéncias. Com efeito, como

a;x = abiyiyy + aibayayy + - - + aibiyiy; + - - + aibyy, Y,
T
e m,; divide todas as parcelas da soma Z a;b;y;y;, com excessdo da parcela a;b;y;y;, parai # j,
j=1
pois em todas encontramos o termo y; = m; - My - - - M, - - - M, ENLAO:
a;r = albzylgz(mod ml)
= a;b;(mod m;)
= ¢;(mod m;)
onde, a penultima congruéncia é vdlida porque y;7; = 1(mod m;) e a dltima é vélida porque b;
¢ solugdo da congruéncia a;x = ¢;(mod m;).
Agora, devemos provar que a solu¢do = da equagdo 1.13 é unica médulo m.
Seja T outra solucao para nosso sistema de congruéncias. Como, pelo Teorema 1.19, nao

outra solu¢do incongrunete a x, acarreta que:

a;,T = ¢; = a;x(mod my).
Mas, como (a;, m;) = 1, pelo Corolario 1.5, entdo

a;T = a;x(mod m;) = T = x(mod m;)

em|(T—x),ie€{l,2, ..., 1}
Assim, como (m;, m;) = 1, parai # j, entdo
(my, ma, ..., m;| =mymg--+ m, =m.
e, pelo Teorema 1.15, m|(Z — z), isto &,

T = x(mod m).
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Logo, como (a;, m;) = 1 e (m;,m;) =1, parai # jtaisquei, j € {1, 2, ..., r},ec €
Z, entdo o sistema de congruéncias

axr = cp(mod my)
asx = co(mod my)
azx = cz(mod ms3)
a,x = c¢.(modm,)

\

tem uma Unica solu¢do médulo m, onde m = myms - - - m,.. [
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2 FUNCOES ARITMETICAS

2.1 FUNCOES ARITMETICAS

Definicao 2.1. Um fungdo f(n) é dita funcdo aritmética se, e somente se, f(n) esta definida

somente para todon € Z.

Definicdo 2.2. Denotemos como 7(n) a fung@o aritmética que nos diz quantos sdo os

divisores positivos de n, e como o(n) a fungdo aritmética que soma todos os divisores

T(TL)ZZl e o(n) :Zd.

din dn

positivos de n. Portanto,

Teorema 2.1. Sejam n, a; e p;-primo € Z* , i € {1, 2, ..., r}. Se a fatoragdo de n é dada por

— a1 a2 a
n=mp P2 ...pTT,

entdo a fungdo aritmética 7(n) é dada por

r

T(n) = H(ai +1).

i=1
Demonstracao. Lembremos que:
i) Sejam a, b, d € 77, tais que (a,b) = 1. Se d|a - b, entdo existem d; e dy € Z%, tais que

dila, da|be d = dy - dy. Reciprocamente, se existem d; e dy € Z tais que di|a e da|b,
entdo d|a - b, onde d = d; - ds.

i1) Principio Fundamental da Contagem (PFC): Se um evento é composto por n etapas

sucessivas e independentes de tal maneira que

e m; € o ndmero de possibilidades na 1* etapa,

e my é o nimero de possibilidades na 2* etapa,

e m, é o nimero de possibilidades na n-ésima etapa,

entdo o nimero de possibilidades de o evento ocorrer € dado por

ml.m2...mn_

Sejad € Z7 tal que d|p}* - p3* ... p% . Como (pi*, p5*, ..., pi) = 1, entdo, pelo item )
supracitado, existem dy, ds, ..., d, € Z tais que d|p}*, do|p5’,... d,|pfredi-dy---d, =d,
onde

di € Di={pf;0<a<a}
dy € Dy={py; 0<a<a}
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Note que:
N(DZ>:CLZ+1, ie{]., 2, ceey 7”},

isto €, dentro dos conjuntos D; C Z7, existem a; + 1 possibilidades para cada d; € Z.
Portanto, como d = d; - dy---d, e paracada d;, i € {1, 2, ..., r}, existem a; + 1
possibilidades, entdo, pelo PFC (item i) supramencionado), para d € Z%, existem

(a; +1)(az + 1) - (a, + 1) possibilidades de ocorrer que d|n, ou melhor,

7(n) = (a1 + 1)(ag + 1) -+ (a, + 1)

Defini¢io 2.3. Dizemos que uma fung@o aritmética f(n) (ndo-nula) é uma funcdo multiplicativa

se, e somente se, (m,n) = le f(m-n) = f(m)- f(n) paratodomen € Z.

Definicao 2.4. Dizemos que uma funcdo aritmética f(n) é completamente multiplicativa se, e

somente se, f(m -n) = f(m) - f(n) paratodomen € Z? .

Teorema 2.2. Se f(n) é uma fungdo multiplicativa, entdo a fungdo
F(n) =Y f(d)
dn

¢ multiplicativa, também.

Demonstracao. Pela definicdo de F'(n), vem:

Fim-n) = 3 f(d).
dlm-n
Como (m,n) = 1, pelo item 7) enunciado na demonstracao do Teorema 2.1, garantimos
que se d|m - n, entdo existem dy, dy € Z* tais que di|m, da|ned = d; - ds.

Portanto,

Fm-n)=Y f(d)=) f(di-d).

dlm-n dy|m
do|n

Entretanto, como, por hipétese, f € multiplicativa, vem:

Fm-n) =" fldy) - f(da)

dy|m
do|n

=D > fld) - f(dy)
dilm dz|n

=Y fld)- ) fldy)
dilm da|n

= F(m) - F(n).
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Logo, se a fungdo f(n) é multiplicativa, entdo a fungdo
F(n) =) _f(d).
d|n

€ multiplicativa, também. [

Corolario 2.1. As fun¢des 7(n) e o(n) sdo multiplicativas.

Demonstracao. Como
i)=Y 1 e on)=>) d
din dn

entdo f-(d) =1e f,(d) = d.
Portanto, como f,(d) e f,(d) sdo multiplicativas, entdo pelo Teorema 2.2 as fungdes 7(n)

e o(n) sdo multiplicativas. [

Teorema 2.3. Sejam a e p € Z, p-primo. Entdo, € verdade que:

op)=—-7F e T(p)=a+l

Demonstracio. Lembremos que:
k|
1+x+x2+---+x":—1,paraxEZi—{l} (2.1)
m p—
E sabido, pela demonstragio do Teorema 2.1, que 7(p*) = a + 1. Como, pela
Definigdo 2.2, sabemos que o(p*) = 1 + p + p* + -+ + p*, entdo da Equagdo 2.1 garante

que

T

amzﬂﬁe—— e 7(n) = Jla+1).

i=1
Demonstracdo. Como as fungdes aritméticas 7(n) e o(n) sdo multiplicativas, entdo, pelo

Teorema 2.3, sdo vdlidas as seguintes manipulacdes algébricas abaixo:

T(n) = T(pi'py*---pi")
= 7)) - T(pr)
= (a1 + D(az+ 1)(a, +1)

= [J(+1

i=1
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on) = oPi'py®---pr)
= o(pi")o(py®) - --o(p)r)

ai1+1 az+1 +1
pi — 1 pyr —1 1

pr—1 po—1  p—1

2.2 A FUNCAO ¢ DE EULER

Teorema 2.5. Sejam a e p € Z, p-primo. Entdo, € verdade que
o(p*) =p" —p" .
Demonstracao. Recordemos que denotamos ¢(n) (difinicdo 1.10) como a quantidade de

nimeros inteiros positivos b < n tais que o (b,n) = 1. Porém, os dnicos inteiros positivos

nao-primos com e ndo-superiores a p® sdo os multiplos de p, isto &,

lop, 2-p, ..., p" " p. (2.2)

Portanto, como p = p®~! - p, entdo, em quantidade, os miiltiplos de p ndo-superiores a p*
sdo p®~! (observe a sequéncia 2.2 que sdo os multiplos de p ndo-superiores a p®).

Logo, a quantidade de nimeros inteiros positivos b < p* tais que o (b, p*) = 1 é dada por

¢<pa) — pa o pa—l‘

Teorema 2.6. A fun¢do ¢ de Euler € multiplicativa, isto €,

¢(m-n) = d(m) - o(n),

Vm, n € Z7, tais que (m,n) = 1.

Demonstracdo. Inicialmente, lembremos do Lema de Euclides enunciado no item ) abaixo.
i) Sejam a, b, x € 7Z. Se existe (a, ax + b), entdo existe (a,b) e

(a,b) = (a,azx +b).

Organizemos os numeros de 1 até mn (= nm) como os elementos de uma matriz de

ordem m X n, isto é,

I m+1 2m+1 ... (n—1)m+1
2 m+2 2m+2 ... (n—1)m+2

3 m+3 2m+3 ... (n—1)m+3

m  2m 3Im nm
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Note que, para » € {1, 2, 3, ..., m}, na r-ésima linha de elementos
r,m+r 2m+r, ..., (n—1)m+r,se (m,r) = d > 1, entdo ndo existira elemento
km+r, k€ {0, 1, 2,..., n— 1}, na r-ésima linha, tal que (mn, km + r) = 1, pois todos

os elementos da r-ésima linha sdo divisiveis por d, o qual € o0 maximo divisor comum de m e
r. Com isto, em nossa matriz m X n, garantimos que para encontrar elementos primos com o
produto m - n devemos avaliar, inicialmente na r-ésima linha, se (m,r) = 1.

Por outro lado, pelo Lema de Euclides supradescrito, (m,r) = (m, km + r), isto é, se
(m,r) = 1, entdo existe ¢(m) linhas, em nossa matriz m x n, as quais todos os elementos sdo
primos com m. Mas, em cada uma destas ¢(m) linhas, quantos elementos séo primos com n?
Para responder esta pergunta vamos meditar atentamente sobre as caracteristicas da r-ésima
linha supracitada.

Como (m,n) =1e{0, 1, 2, ..., n — 1} é um SCRM,), entdo, pelo Teorema 1.16,
a r-ésima linha, também, é um SCRM,). Todavia, como na r-ésima linha podem existir
nimeros maiores do que n, entdo representaremos tais nimeros por seu represetante do
conjunto {0, 1, 2, ..., n — 1} (ver a Observagdo ??) para, com a definicdo de ¢(n) em
mente, garantirmos a existéncia de ¢(n) nimeros relativamente primos com n em cada uma
das ¢(m) linhas (isto responde nossa pergunta supramencionada, no pardgrafo anterior desta
demonstrag@o).

Portanto, como em cada uma das ¢(m) linhas existem ¢(n) elementos relativamente
primos com m e n simultaneamente, entdo, em nossa matriz de ordem m x n, existem ¢(m)- ¢(n)

elementos relativamente primos com o produto m - n, ou melhor,

¢(m-n) = ¢(m) - (n).

Logo, a funcdo ¢ de Euler € multiplicativa. |

Teorema 2.7. Sejan € Z — {—1,0,1}. Entdo, para n = p{'p3*ps® - - - por, é vdlido o seguite

¢(n>=n<1—p%> (“%)(“5)

Demonstracao. Do Teorema 2.5, vem:

S 1
o(pi*) = pi* — o ! =D (1 - _> .

bi
Por outro lado, como, pelo Teorema 2.6, a fun¢@o ¢ de Euler € uma fun¢@o multiplicativa,

e (-2
(-0
-5

resultado:

entao:
o(n) = ¢(P1'py°ps* - - py) = d(p1")P(p3*)d(p5*) - - - P(p)")
1
=t (15 ) (1
=PIy’ oy ( )

2
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Logo, é vdlido que para n = p{'py*ps® - --p%, n € Z —{—1,0, 1},

¢(n>=n<1—p%> (“%)(“5)

[ |
Teorema 2.8. Sejan € Z. Entdo,
> éld)=n.
dn
Demonstracao. Lembremos que
i) Sejamden € Z, d # 0. Se d|n, entdo (n/d)|n;
i1) Sejam a, be c € Z. Se (m,n) = ¢, entdo (T, 2) =1.
c' c
Consideremos o conjunto {1, 2, 3,..., n} e o dividamos em subconjuntos A4, um para

cada divisor d de n. No subconjunto A; deixaremos todos os membros m, onde
m € {1, 2, ---, n}, tais que (m,n) = d. Pelo item i) acima, como m/d < n/d, entdo
m estd em Ay se (m/d,n/d) = 1. Assim, em A, temos exatamente ¢(n/d) membros. Como
cada membro de {1, 2, 3,..., n} se acha apenas em um dos subconjuntos A, e, pelo item )

acima, para cada divisor d de n, também, n/d é um divisor de n, entdo:

Y dn/d)=) ¢(d)=n.
din

din
[

2.3 A FUNCAO ; DE MOBIUS
Definicao 2.5. A funcio ;. de Mobius € definida como

1, se n=1
pn) =< (=17, se n=plpyps---p¥ e ay=ay=a3=...=a, =1

0, se n=7p{'pyps®---p% e Ja;, i€{l,2,3, ..., r}talque a; > 1.
Observacao 1. Em outras palavras, a Defini¢do 2.5 afirma que se u(n) = 0, entdo n é

divisivel pelo quadrado de algum p-primo.
Teorema 2.9. A fun¢do ;. de Mobius € multiplicativa.

Demonstracdo. Sejam m e n € Z7 tais que (m,n) = 1.
Primeiro, se n = 1 ou m = 1, entdo é ébvio que p(m - n) = pu(m) - p(n).

Segundo, suponhamos que existe p-primo tal que p?|(m - n), entdo
2 2
p’lm ou p7ln,

pois (m,n) = 1. Logo,



i) Se p*|m, entdo p(m) = 0e u(m - n) = 0 e, portanto, u(m) - u(n) = 0, ou seja,
p(m -n) = p(m) - p(n);
it) Se p%|n, entdo pu(n) = 0e pu(m-n) = 0e, assim, u(m) - p(n) = 0, isto &,

p(m-n) = p(m) - p(n).

. ~ . . 2 2 ~ *
E terceiro, se ndo existir p-primo tal que p ]m oup ]n, entdo paramen € Z T

Teorema Fundamental da Aritmética (TFA), nos garante que:

m=pyr-p2---pPr € N=q1-G2""Gs

e, portanto, m - n =pi P2 pr-q1 G2 s .

(r+s) fatores primos
Logo,

ulm ) = (=17 = (=1)" - (~1)° = u(m) - ().

Portanto, a funcao x de Mobius é multiplicativa.

Teorema 2.10. Seja n € Z7, . Entdo, € verdade que

S { se n—

d|n
Demonstracao. Note que, pela denfini¢cdo de p(n) (Defini¢do 2.5), se n = 1, entdo:
d|1=d=1
P =3 pld) ™S (1) = (1) = 1.
dj1 11

Entretanto, na soma

> p(d)

dln
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{1},0

0s Unicos termos que ndo siao nulos resultam de d = 1, ou dos divisores que sdo produto de

primos diferentes, ou seja,

= Z w(d) = 14 p(p1) + -+ p(pr) + p(pip2) + p(pips) +
dn

+- -+ p(pipr) 4 u(pips + -+ pr)

T

= (1-1)



38

Logo, como paran = 1 se tem F'(n) = 1, e paratodo n > 1 se tem F'(n) = 0, entdo:

mmzznwz{gse”zl

dn , se n>1.

2.4 A FUNCAO MAIOR INTEIRO

Definimos, abaixo, a fung¢do "maior inteiro”. Esta é ma importante fun¢do m Teoria dos

Numero que introduzimos aqui, em bora nao seja, pela nossa defini¢ao, uma funcao aritmética.

Definicao 2.6. A funcdo "maior inteiro” é a que associa a cada nimero real x 0 maior inteiro

menor do que ou igual a x, ao qual denotamos por |z].
Exemplo 2.1. [3] =3,(0,5] =0,[—4,9,] =—5,|2,2] =2,|-0,9] = —1.
Teorema 2.11. Para um nimero real x, temos:

l. |[x+n]=|z]+n, VneZ;

2. |z <z<|z|+l,z—1<|z|]<z,0<2— 2] <1,

W

2 L= |-z =—|z] -1
4 |z +lyl < le+yl <zl + 1yl + 1

0, se z€Z
-1, se = &7

6. {%JJ _ L%J  kezr;

0, se |2x] épar

5 x|+ |—z] = {

=

@ﬂ—ﬂﬂ—{

1, se |2z] ¢éimpar;
n
8. nez eZ*:»H:}Lbe 1,2, ... 0}
neZiea " { n}

alb

5
9. |*22| = | 2| vaezy, emecez.
c be

Demonstracao. As afirmagdes (1), (2) e (3) sdo consequéncias imediatas da defini¢ao de |x].

Sejamz =n+4+uey=m-+wv,ondenem € Zel <u<1,0 < v <1, (usaremos estes dados



39

nas demonstra¢des dos itens de (4) a (8)). Logo,

(4)
L] + ly) =n+m

< | n+u+m+v]
= [z +y]
=n+m+ |u+v]
<n+m-+1

= |z] + |y + 1.

x|+ |—z] =n+|—n—u]
=n+|-n—1+1—u]

Qn—n—l—i—Ll—uJ

B 0, se u=20

B -1, se O0<u<l.
(6) sabido que, pelo Algoritmo da Divisdo, existem unicos k e r € Z tais que n = kq + r,
0 < r < k — 1. Portanto,

k
{%J:{Q+g+qu{q+r—l]{:uJ:q’ 2.3)

pois, 0 < r+wu < k,hajavista0 <u < 1le0 < r <k — 1. Todavia,

-] e

Logo, das equacdes (2.3) e (2.4)

Eanlt

1 1
(7)C0m00<u<1,entﬁo( u < 5) <§ u<1>
1
1)Se 0 <u< Eentao2u<1 Dai,

|2x] = [2n + 2u]|
=2n
& |2z] é par.

Logo,
|22 — 2|z] =2n — 2n
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1
i1) Seé <wu < 1,entdo 1 < 2u < 2. Dai,

|22] = [2n + 2u|
=2n+1

& |22] é impar.

Assim,
|12z] —2|z] =2n+1—-2n
= 1.
Portanto,
0, se |2z épar

2] - 2] = {

1, se |2z] ¢éimpar.

(8) O enunciado desse item afirma que: "se n € um inteiro positivo, entdo {EJ ¢ o nimero
(a quantidade) de inteiros do conjunto {1, 2, ..., n} que séo divisiveis por a € aZ*".

Seja ¢ € Z. Lembremos que o quociente g entre n e a € a quantidade de vezes inteiras
que a cabe dentro de n. Logo, os miltiplosde aentre Ll ensdol-a, 2-a, 3-a ..., q-a,isto
€, existe ¢ nameros entre 1 e n divisiveis por a.

Por outro lado, pelo Algoritmo da Divisdo, temos:
n = a-q+7r, 0<r<a (2.5)
Dividamos a sentenca 2.5 por a; logo,

oo+l ogtg (2.6)
a a a

Apliquemos a fun¢do maior inteiro na equacao 2.6; logo,

2= o+ ] 2o+ [2] 0 0-a

a

. n .. . . ~
Todavia, pela sentenca 2.5, L—J = ¢ significa que os seguintes nimeros que sao
a
divisiveis por a

1.a,2-a,3.a...,PJ-a, 2.7)
a

estdo entre 1 e n, ou melhor, os nimeros da sequéncia 2.7 sdo divisiveis por a e pertencem ao
conjunto {1, 2, ..., n}.
. . . .. - nil ., . . . .
Portanto, se n € um inteiro positivo, entao {—J ca quantldade de nimeros inteiros do
a

conjunto {1, 2, ..., n} que sdo divisiveis pelo inteiro a (a # 0), isto é,

* n *
neZ+:>bJ—Zbl,an ebe{l,2 ..., n}

Para ilustrar esse fato, damos o seguinte exemplo:
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Exemplo 2.2. Sejamn = 20 e a = 5. Logo, b € {1, 2, 3, ..., 20} e, portanto,
20
M5J2§:1:1+1+1+1:¢
5[b
pois no conjunto {1, 2, 3, ..., 20} sdo divisiveis por 5 os nimros 5, 10, 15 e 20, apenas. Além
disso,
20

(9) Sejama, q; e g2 € Z,, e be c € Z7, tais que

: i

n=[pen={"]

onde pelo item (8) ¢; e g2 sdo os quocintes de suas respectivas divisdes.

Logo, pelo Algoritmo da Divisao,
a = b- q1 + T,

0
LEJ = C'q2+7a27 0

<r<b-—1 (2.8)
<o <
b

c— 1. (2.9)
Como ¢; = L%J , entdo substituindo a equagdo 2.9 na equagao 2.8, obtemos:
a=b(cqgy +19) +11 < a=bcgy + bro + 1. (2.10)

Agora, para provarmos que na equacdo 2.10, g, é o quociente da divisdo euclidiana de a

por bc, ou seja, g2 = {%J , multipliquemos a inequagao 2.9 por b, para obtermos:
0<bry <b(c—1). (2.11)
Somemos a inequacdo 2.11 com a inequagdo 2.8, para obtermos:
0<bro+r <blc—1)+b—-1<0<brg+r; <bc—b+b—1.

E, portanto:
0<bryg+r; <bc—1 (2.12)

Logo, emparelhando a equacdo 2.10 com a inequagdo 2.12, isto €,
a=(bc)gz + (bra +11), 0<brg+7r <be—1

deduzimoms que ¢- € o quociente da divisao euclidiana de a por bc, ou melhor,

13 oy

c be

Va € Zy, eVbece 7. [ ]
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Observacao 2. Conhecida a fun¢do "maior inteiro", podemos enunciar o Teorema 2.10 como

Fn) = ;u(d) _ H  nezr.

Sejam x e p € N, p-primo. Denotamos por E,(x) o expoente da maior poténcia de p que
divide . Em particular, a notagdo E,(n!) simbolia o expoente da maior poténcia de p que divide
nl.

Teorema 2.12. (Teorema de Legendre) Sejam n, p € N, p-primo. Entdo, o expoente da maior
poténcia de p que divide n! é dado por:
n n n
E,n) = =]+ |5+ =]+ (2.13)
: I
Demonstracao. Inicialmente, mostraremos que a série 2.13 € finita.

Seja o € N tal que L%J = (. Como, pela defini¢do 2.6, a funcido maior intero € dada por

f: R — Z
r — x| =y,

onde |z| =y < y <z <y+1,entdo

{EJ:0:>O:£<1 (2.14)
pe pe

M ~ n z M z Zz. M
Na dupla inequagéo 2.14, o fato — < 1 € bastante relevante, pois dele € possivel extrair uma

relacdo de ordem que envolve « diretamente, isto €,
n (6% (e}
— & n<p”<logn <logp
p

& log n < alog p.
logn
log p

= o>

Seja oy = min{a eN*; a> llg%} e facamos oy = s(k) = k+ 1, k € N*. Com isto,

garantimos que

I I
pkgnﬁk:LOgnJﬁkgogn<k+l (2.15)
log p log p

Portanto, do fato que {%J = 0 e pela expressao 2.15,
pOé

<l <) weonn
el 3o 3ol o

ou melhor,
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1
onde k = ogn

J, haja vista apartir do s(k) ocorrer L J = 0. Logo, pela definicao pela

n
log p P*

equagdo 2.16, a série 2.13 € finita. Agora, como pelo item (8) do Teorema 2.8,

L?J =N"1. 6e{l,2...,n} 2.17)

pi[o

. .| n . P : ..
isto é, {—ZJ soma o ndmero (faz a contagem) de multiplos de p’ entre 1 e n, os quais sdao
p

n

1'pi7 2p177 \‘_J 'pi7
p

Y2

entdo, em outras palavras, de acordo com equacao 2.17:

faz a contagem (entre 1 e n) de um fator p em cada um dos mdltiplos de p°t,
° Z 1 61 € {1, 2, ,..., k}; mas, nessa contagem, ndo sdo contados (3, — 1) fatores
plo de p nas poténcias de p*2, B, € {2, 3,..., k};

faz a contagem anterior e a contagem de mais um fator p em cada um dos
° Z 1—|—Z 1 multiplos de p?2: mas, nessa contagem, ndo sdo contados (33 — 2) fatores
plo P8 de p nas poténcias de p*, B3 € {3, 4,..., k};

faz a contagem anterior e a contagem de mais um fator p em cada um
° Z 1—1—2 1—1—2 1 dos miltiplos de p”; mas, nessa contagem, no sdo contados (3, — 3)

plo p*10 P8 fatores dep nas poténcias de p®t, B, € {4, 5,..., k};

faz a contagem anterior e a contagem do ultimo fator p no
tinico miltiplo de p’*, B, € {k}. Ora, de acordo com a

expressdo 2.15, como p**) ndo estd na expansio de n!,

o ) 1) 14 144> 1 i

entdo a contagem Z Z 1| considera todos os fatores

plé p?e  p3s p|o , .
=1\ p*|é
p presentes em todos os multiplos de p', i € {1, 2, ..., k},
que estdo na expansio de n!.
Portanto

i=1 \ pi|o
representa o maior expoente de p tal que
k
=1\ p'ls

nl,
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isto €,
k
oy = (X
i=1 \ pi|§
S ED BED DETIED 2
plo p?lé p3lo )
217 | n n n n
- — | + -5 + -3 + -+ =
LP ] LP” LD p
(2.16) | n n n
= —| + — + -3 +
LP ] LP” ] LD ]
[ |
Teorema 2.13. Sejam n, ny, na, ..., ns € N tais que
n=n;+ng+- -+ ng.
Entdo, € verdade que
n!
nilng! - - ny!
¢ um nuimero inteiro positivo.
Demonstracao. Sejam € Z* . Comon = n; +ny + -+ - + n,, entdo
n o n n N
R Y (2.18)
m m m m

Apliquemos o item (4) do Teorema 2.11 na equagdo 2.18 para gerarmos a seguinte

215 2]+ 2]+ 2]

Seja p-primo um fator de n!. Substituamos o m da desigualdade 2.19 por p, p?, p3...,

desigualdade

sucessivamente. Isto €,

n ni ) Ng
H S N B Y O L
p L P ] L P ] LD |
LU I TS T Y Lo
_p2_ = _p2_ _p2_ _p2_
L O L L R
Pl T L] N Wil
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Somando-se, membro a membro, todas as desigualdade obtidas acima, pelo

Teorema ?? (o Teorema de Legendre), obtemos:
E,(nl) > E,(m!) + E,(no!) + - + Ep(ng)

Note que a ultima desigualde nos expressa que para todo p-primo a soma de seus

expoentes em nq!ns! - - - ng! € menor do que ou igual ao expoente de p-primo em n!. Portanto,
Logo,
n!

niylng! - - - ny!

¢ um nimero inteiro positivo.

2.5 UMA RELACAO ENTRE AS FUNCOES ¢ E p

Teorema 2.14. Seja n € 77, . Entdo, € verdade que
é(n) = > pld)=.
djn
Demonstracao. Note que:
ke{l 2 .. nlo {(n,lk:)J _ { (1) ; EZZ;:

Logo, a fungdo ¢(n) pode ser expressa como

n

o =3 apl (220

1
Como, pela observagdo 2, Z pu(d) = {—J , entdo usemos este fato na equacio 2.20 para
din
obtermos:

3
3

¢(n) = pd) = uld). .21

k=1 d|(n,k) k=1 Z\IZ

Veja que, no tltimo sométério da eq. 2.21, para cada divisor d de n devemos somar j(d) somente
quando os k, também, sdo miltiplos de d (k = ¢d), entdo a variagdo 1 < k < n na soma da

equacdo 2.21 serd vélida se, e somente se, 1 < ¢ < n/d. Logo,
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n/d n/d
o(n) =Y nld) =D pd) D 1= pld).
din q=1 dln q=1 dn

Nos Teoremas 2.8 e 2.14 demonstramos dois resultados relacionados com a funcao ¢ de Euler,
n
n=3"6(n) e o(n) =Y u(d)".
din dln

Estas duas féormulas representam um caso especial de um importante teorema sobre
a funcdo de Mobius conhecido como a formula de inversdo de Mobius, cuja serd o proximo

teorema a ser enunciado.

Teorema 2.15. (Férmula de Inversdo de Mobius) Sejam n € Z*, f(n) e g(n) duas fungdes

aritméticas. Se f(n) e g(n) satisfazem uma das seguintes condi¢oes

fm) =3 gld) ou gn) =Y ud)f (%),

dln dln

entdo elas satisfazem as duas condicdes.

Demonstracao. Suponhamos que

nestas condi¢des, vem:

dln dd'=n
= > u(d)> g(m)
dd'=n mld’
= Y uld)g(m)
= Y g(m)Y_ p(d)
mh'=n d|h’

Como, pelo Teorema 2.10,

Logo,
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Como, pelo Teorema 2.8,

n=> ¢(d

dn
e as fungdes f(n) = ne g(n) = ¢(n) sdo ambas multiplicativas, entdo o Teorema 2.14 é

consequéncia direta do Teorema 2.15.
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