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RESUMO

Apresentamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, um resultado bastante importante sobre
espacos métricos, um ramo de grande valor na drea da matemadtica. Além disso, € um dos
teoremas mais relevantes para a demonstracdo da existéncia e unicidade de solucdes para Equa-
¢oes Diferenciais Ordindrias (EDOs). Primeiramente, apresentamos alguns conceitos prévios
necessarios para este estudo, definindo algumas nog¢des sobre espacos métricos e convergéncia
de sequéncias. Logo em seguida, € feito a demonstra¢do do Teorema do Ponto Fixo de Banach, e
apos, fica uma indagacdo: serd que vale a reciproca do Teorema do Ponto Fixo de Banach? E por
fim, finalizamos este trabalho com a resposta a essa pergunta.

Palavras-chave: teorema do ponto fixo de Banach; sequéncias convergentes; espago métrico
completo.



ABSTRACT

We present the Banach Fixed Point Theorem, a very important result on metric spaces, an area
of great value in the field of mathematics. Furthermore, it is one of the most relevant theorems
for demonstrating the existence and uniqueness of solutions for Ordinary Differential Equations
(ODEs). First, we present some previous concepts necessary for this study, defining some notions
about metric spaces and convergence of sequence. After, the Banach Fixed Point Theorem is
demonstrated, and after that, there is a question: is the reciprocal of the Banach Fixed Point
Theorem valid? And finally, we end this work with the answer to this question.

Keywords: Banach fixed point theorem; converging sequences; full metric space.
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1 INTRODUCAO

O Teorema do Ponto Fixo de Banach, também conhecido como o Teorema da Contracdo
Uniforme € um resultado sobre espaco métrico. Um espaco de Banach é um Espaco Vetorial
Normado Completo. O nome dado é em homenagem ao matematico polaco Stefan Banach (1892
- 1945), que contribuiu de forma significativa em Analise Funcional.

Em 1932, Stefan Banach apresentou o "Théorie des opérations linéaires", o trabalho
considerado mais importante da sua carreira, aqui iremos abordar o conceito de topologia em
espagos métricos, seguido da nocao de Espacos de Banach.

Neste trabalho, apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e a sua demonstracao,
o teorema garante que: "Se M é um espaco métrico completo, toda contracdo f : M — M
possui um unico ponto fixo em M."

O presente teorema € bastante usado para demonstrar o Teorema de Existéncia e Uni-
cidade para Equacdes Diferenciais Ordinérias (EDOs) que sdo equacdes na qual, as varidveis
envolvem fungdes e, também, suas derivadas. As equagdes diferencias sdo utilizadas, princi-
palmente, para modelar matematicamente fendmenos da natureza, como, por exemplo, reacdes
quimicas. Este Teorema de Existéncia e Unicidade mostra se existe a solu¢do de uma EDO e
se esta solugao é unica.Tendo em vista a importancia do Teorema do Ponto Fixo de Banach, o
matemdtico Ehrhard Behrends questionou a reciproca deste teorema, ou seja, seja M um espaco
métrico, se toda contragdo f : M — M possui um tnico ponto fixo em M, entdo M é completo?

Usando um contraexemplo mostraremos que a reciproca do Teorema do Ponto Fixo de
Banach ndo vale, mas Ehrhard Behrends ndo se contentou com essa resposta e langou mais dois

questionamentos:

1. Existe algum aberto (ndo-fechado) em R" em que toda contragdo admita um ponto fixo?

2. Existe algum exemplo "simples"de subconjunto de R em que toda contracdo admita um

ponto fixo?

Este trabalho foi dividido da seguinte maneira: no capitulo 2 serd abordado alguns
conceitos topoldgicos de espacos métricos fundamentais para a compreensdo deste projeto, como
a definicdo de funcdes continuas e lipschitzianas, convergéncia de sequéncias e espagos métricos.
No capitulo 3 € enunciado o Teorema do ponto Fixo de Banach, assim como, a sua demonstragcao
e uma breve apresentacdo da aplicacdo deste teorema. No capitulo 4 mostraremos se vale, de

fato, a reciproca do teorema.
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2 CONCEITOS TOPOLOGICOS

Alguns conceitos prévios sao muito importantes para o desenvolvimento e entendimento
deste trabalho. Para melhor compreensao se faz importante ter o conhecimento sobre alguns
assunto como: espacos métricos, sequéncias, conjunto limitado, fun¢do continua, funcao lipschitz,
entre outros. As informagdes contidas neste capitulo tiveram como referéncia o livro Curso de

Andlise vol. 1, (LIMA,2019) e o livro Espacos Métricos, (LIMA,2013).

2.1 ESPACOS METRICOS

Desde muitos anos, a humanidade teve a necessidade de medir distancias entre objetos,
pontos, lugares, entre outros. E com isso foram surgindo diversas maneiras para medir estas
distancias, as quais chamaremos de métrica. Os espacos métricos sao conjuntos arbitrarios da

natureza onde podemos definir uma métrica.

Definicao 2.1.1. Uma Métrica em um conjunto M é uma funcdo d : M x M — R que associa
a cada par ordenado x,y € M um niimero real d(x,y), chamado a distdncia de x a y, de modo

que satisfaca as condigdes abaixo:
1. d(z,z) =0;
2. x#y=d(z,y) >0
3. d(x,y) = dly, x);
4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y);
para quaisquer x,y e z € M.

Os itens 1 e 2 dizem que d(z,y) > 0 e que d(z,y) = 0 se, e somente se, z = y. O item 3

afirma que a distancia é uma fun¢do simétrica e o item 4 chama-se Desigualdade Triangular.
Definicdo 2.1.2. Um Espago Métrico é um par (M, d) onde M é um conjunto e d é uma métrica.

Exemplo 2.1.1. Considerando o conjunto R, a funcdo d : R x R — R+, dada por

d(z,y) = |v —y|, com x,y € R, satisfaz:
1. d(z,z) = |x — x| = |0] = 0;

2. Sejax # vy, se x > y temos: d(x,y) = |v —y| =z —y > 0. Paray > z, d(x,y) =
[z —yl=y—a>0;
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3o d(z,y) = v -yl = =Dy —2)| == 1lly —2[ = Lly —z[ = |y — 2] = d(y,z);

4 d(z,z)=lv—zl=lr+(-y+y) —zl=[z-y)+ -2 <|lz—yl+]y—2]=
d(z,y) +d(y, 2);

Dessa maneira, d € uma métrica sobre R e R € um espaco métrico.

Exemplo 2.1.2. No espaco euclidiano R", pode-se definir trés métricas distintas, a saber, seja

x = (21,T2,%3, ..., Tn) €Y = (Y1,Y2, Y3, .-, Yn ), l€MOS:

o d(z,y) = \/(xl—y1)2+...+(xn—yn)2 ;

1

o d'(z,y) = |z1 — |+ ...+ |T0 —Un
o d"(x,y) = maxi<;j<,{|z; — vil }-

Mostraremos que d, d' e d’ sdo métricas do R™ verificando as quatro condi¢coes de
métrica:

(i) Para x € R,

dz,z) = (1 —21)24 ...+ (2, —2,)2 =0+ ...+ 0= 0 = 0;

d(z,z) = |z1—x1|+...+|xy — 20| =[0] + ... + 0] = 0;

d'(z,z) = max{|x; — x|, ..., |, — x,|} = max{0,...,0} = 0.

(ii) Para x # y com x,y € R,

d(z,y) = V(e =)+ .+ (@0 =) > V(@ — 4:)? = | =yl > 0;
d(z,y) = |lvr—wl+.. + 2w — Yol = 25 —yil > 0;

d”(az,y) = max{\:cl - yl|7 Sy ‘xn - yn‘} 2 |xl - yl| > 0.

(iii) Se x,y € R,

d(l‘,y) = \/(xl _91)2+"'+($n_yn)2 - \/<y1 _xl)2+"'+<yn_xn)2 :d(y,x);
d(z,y) = lzr—yl+ . 20 =Yl =y — 21| + .+ Y0 — 20| = d(y, 2);
d//<£lj',y) = max{]ml—yﬂ,...,]mn—ynl}:max{|y1—x1|,...,]yn—xn|}:d(y,:c).

(iv) Se z,y, z € R, na métrica d, consideraremos a norma ||z||', logo:

d(z,y) = [l —yll=llz —z+z -yl <|lz =zl +]lz =yl =

=d(z,y) < d(z,z)+d(z,y)

' A norma é uma métrica de um espaco vetorial, a demonstracdo encontra-se em ENDO (2015).
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d(z,y) = |wi—yl+...+ 20—yl
= |-zt a—yl+.. 2 — 2+ 2 — Yl
< o — a4 la -yl + o o — 2zl 4 20— vl
= d(z,2)+d(z,9)

d"(z,y) = max{|ry — ], ., |Tn — yal}

= max{|r1 — 21+ 21 — V1|, [T — 20 + 20 — Yn|}
< max{|zy — z1| + |21 — w1, s |T0 — 20| + |20 — ynl}
= max{|r; — z1| + |xn — 2|} + max{|z1 — v1], .., +|20 — Y|}

= d'(z,2) +d"(2,9)

Logo, mostramos que d, d' e d’ sdo métricas do R".

2.2 FUNCAO CONTINUA E FUNCAO LIPSCHITZIANA

Definicao 2.2.1. Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicacdo f : M — N é continua

no ponto a € M quando, ¥ £ > 0, existe 6 > 0 tal que

d(z,a) <6 = d(f(z), fa)) <e,

Va € M, diz-se que f é continua, quando ela é continua para todos os pontos a € M.

Equivalentemente dizemos que f é continua no ponto a se lim,_,, f(x) existir e se

f(a) =lim,_, f(x).

Exemplo 2.2.1. Prove formalmente que a funcdo f(x) = 2x + 1 é continua para x = 2.

Solugado:
Temos que: |f(z) — f(2)| = 2z +1 =5 = 22 — 4] = |2.(z — 2)| = |2|.]x — 2| =
2.|x—2|<5:>|x—2|<§.

. € -
Portanto, dado um ¢ > 0, existe § = 3 > 0 tal que se 0 < |x — 2| < §, entdo

0<|f(z) - f2)| <=

Exemplo 2.2.2. Verifique se a funcdo
2+ 1 —2
flay={ @-1

2—x,8e x <1

,se x>1
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é continua em x = 1.
Solugcdo: Temos que f(1) = 1. Agora precisamos calcular o limite de f(x), com x
tendendo a 1. Se o limite existir e for igual a f(1), entdo f(x) serd continua no ponto x = 1.
Como trata-se de uma fungdo por partes, iremos calcular os limites laterais:
lim, ;- f(z) =lim, ,1-(2—2) =1
2+ x—2 (x+2)(z—1)

limx_>1+ f(ilf) = limx_>1+ ? = limx_>1+ r—1

Como os limites laterais sdo diferentes, entdo o lim,_,1 ndo existe, logo a funcdo f(x)

= lim, ,y+ ¢ +2=3

ndo é continua em x = 1.

Definicao 2.2.2. Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicacdo f : M — N é unifor-
memente continua quando, ¥ ¢ > 0 dado, existir 6 > 0 tal que sejam quais forem x,y € M

temos:

d(z,y) <6 =d(f(x), f(y) <e

Note que na continuidade, tomamos um a fixo, tornando f(x) préximo de f(a) desde
que z esteja suficientemente préximo de a, enquanto que na Continuidade Uniforme tomamos
um x e um y, tornando f(x) préximo de f(y) desde que x esteja préximo o suficiente de y.
Observe que se f é uniformemente continua, entdo f é também continua, basta tomar = = «,

mas a reciproca nao € verdadeira. Observe o préximo exemplo.

Exemplo 2.2.3. A fungéo f : R — R dada por f(x) = x* é continua. Verifique se esta funcdo é
uniformemente continua também.

1 1
Dado € = 1, tome x = n ey = n+ —. Entdo, Vn € N, tome 6 > 0 tal que 6 > —, e
n n

temos que:
1 1
]:c—y]:n—(n+—>‘=—<(5,
n n
mas,
F@) - s = 2= (s L) | =] 2= ] cas L o1
) — = n — n — = |—Z — —| = J— =
y n n? n?

ou seja, [ ndo é uniformemente continua.

Definicao 2.2.3. Sejam M, N espacos métricos. Diz-se que a aplicagdo f : M — N é
lipschitziana quando existe uma constante k > 0, chamada Constante de Lipschitz, tal que

d(f(x), fly)) < k.d(z,y) para quaisquer x,y € M.
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Teorema 2.2.1. Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma fungdo lipschitziana, entdo f
€ uniformemente continua.

3

Demonstracdo: Dado ¢ > 0 e k > 0, tomando d(z,y) < 6, z,y € M, com 0:= k:

, pela

defini¢do de fungdo lipschitziana, temos:

d(f(z), f(y)) < kd(z,y)

< kb

E

k.—

< P
< £

Portanto, f é uniformemente continua em M.
O

Uma fungdo € dita contracao uniforme se sua constante de lipschitz for menor que 1.

Exemplo 2.2.4. A fungéo [ : [1,+00) — R, definida por f(x) = /x, métrica dada pelo médulo

Jjd que estamos trabalhando no conjunto dos niimeros reais, ¢ uma contracdo uniforme. De fato:

d(f(), f(y) = Wz—yl

_ o WE VY
= Wz ﬂl-‘ﬁ+\/§,

1
- ———— [z -yl
[V + /Yl
C > 1, entdo \/x + \/y > 2 ' ! <1
omo x,y > 1, entdo \/x y > 2, ouseja, ——— < —.
[V + vyl 2

Portanto,

2.3 SEQUENCIAS

O Teorema do Ponto Fixo de Banach € aplicado em espacos métricos completos, definicao
esta que serd estudada posteriormente, e para a compreencdo desta definicao € necessdrio entender

0 que € uma sequéncia.

Definicao 2.3.1. Uma sequéncia em um espaco métrico M é uma aplicacdo v : N — M,

definida no conjunto N = {1,2,3,....,n, ...}, dada por x(i) = x; € M.
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Usaremos a notacdo (z,,) para indicar a sequéncia (xy, z9, T3, ..., Tp, ...) CUjo n-€simo

termo é x,,.

Definicao 2.3.2. Seja (X,,) uma sequéncia num espaco métrico M, diz-se que o ponto a € M é

limite da sequéncia (X,,) quando, ¥ € > 0, pode-se obter ny € N tal que n > ng = d(x,,a) < €.

Dessa forma, quando existe o lim x,, = a, dizemos que a sequéncia (X,,) é convergente e

converge para a. Caso contrério, dizemos que a sequéncia (X,,) é divergente.
Exemplo 2.3.1. A sequéncia (0,1,0,1,...) é divergente, pois o limite da sequéncia ndo existe.

1 1
Exemplo 2.3.2. Dada a sequéncia x,, = (—), temos que o lim — = 0. De fato, dado um € > 0
n n

1
tomamos ng > — e vemos que:
3

1 1
n>n0:>0<—<5:>‘——0‘<5.
n n
Portanto, de fato, a sequéncia X,, converge.
Teorema 2.3.1. O limite de uma sequéncia (X,,) convergente é tinico.

Demonstracao: Suponhamos que existam dois limites para a sequéncia (X, ), ou seja, lim z,, = a

e lim z,, = b. Agora, digamos que:

-0
la=b]

0.
2

E =
Dessa forma, pela definicdo, existe um n; € N, com n > n4 tal que:
| xn —al|l<e

Da mesma forma existe um ny € N, com n > ns tal que:

|zn—bl<e
Tomemos um ny = max{ny, ny}, assim, n > ngy implica que:

fa=bll=la-zntz,=bl[<[la—an| + [[2n=bll<2e =[la=0b].

O que € um absurdo. Portanto, de fato, o limite de uma sequéncia convergente é tinico.
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2.4 ESPACO METRICO COMPLETO

Até aqui foi apresentado a definicdo de espago métrico, que € dado por um conjunto
que dispde de uma métrica. O espago métrico completo possui mais uma condi¢do: que toda

Sequéncia de Cauchy no espaco seja convergente. Vejamos a defini¢do de Sequéncia de Cauchy:

Definicao 2.4.1. Uma sequéncia x,, em um espaco métrico M, chama-se Sequéncia de Cauchy

quando Ve > 0 existe ng € N tal que m,n > ng = d(x,,, x,) < €.
Proposicao 2.4.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracao: No espaco Métrico Completo M, se lim x,, = a, entdo dado ¢ > 0 existe ng € N

tal que n > ng = d(z,,a) < g Tomando m, n > ng, obteremos:
A, xn) < d(Tm,a) + d(zy,a) <

Logo, (X,,) é de Cauchy.
O

1
Portanto, a sequéncia (X,,) = — do Exemplo 2.3.2 é de Cauchy, pois a sequéncia é
n

convergente.

Exemplo 2.4.1. Nem toda Sequéncia de Cauchy é convergente. Tomemos a sequéncia de niimeros

racionais (X,,) convergindo para um niimero irracional:

mg
xk:n—,moznozlekzo,com
k

M1 = Mg + 2Nk € N1 = My + Ny, ou seja

(x,)= (1,37 17 41
n) — 72757127297"'

A . my A
A sequéncia sugerida v, = — converge para \/2. A sequéncia é convergente em R
N
e pela Preposicdo 2.4.1 ela é uma Sequéncia de Cauchy no espaco métrico Q, mas ndo é

convergente em Q.

Definicao 2.4.2. Um espago métrico diz-se Espaco Métrico Completo quando toda sequéncia de
Cauchy em M ¢é convergente, isto é, se (X,,) € uma sequéncia de Cauchy em M, entdo existe

a € M tal que lim x,, = a.
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Exemplo 2.4.2. Como vimos no Exemplo 2.4.1, nem toda Sequéncia de Cauchy no espaco
métrico Q é convergente, dessa maneira, Q ndo é um Espagco Métrico Completo. Porém, todo
espaco métrico com a métrica zero-um (LIMA, 2013, p.02 ) é completo, pois toda Sequéncia de

Cauchy é constante para todo n > ng, com ny € N e, consequentemente, convergente.
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3 O TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH E ALGUMAS APLICACOES

Usando uma calculadora vamos calcular o cos 1 ird obter aproximadamente o valor de

0,5403023059. Continuando com os calculos, temos:

0, 5403023059

Q

cos 1

cos 0, 5403023059 0, 8575532158

Q

Q

cos 0, 8575532158 0, 6542897905

cos 0, 6542897905

Q

0, 7934803587

Q

cos 0, 7934803587 0,7013687736

cos 0, 7013687736

Q

0, 7639596829

Seguindo essa l6gica, ao fazer este célculo 58 vezes, vocé chegard em
cos 0, 7390851332 = 0, 7390851332

A partir dai, sempre que calcular o cosseno de 0,7390851332, ele continuara se aproxi-
mando cada vez mais dele mesmo. Isso é o que chamamos de ponto fixo, se f(z) = z, entdo x é

um ponto fixo de f.

3.1 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

Teorema 3.1.1. Se M é um espaco métrico completo, toda contragcdo uniforme f : M — M
possui um unico ponto fixo em M. Ou seja, se pusermos x1 = f(xg), xo = f(21), 23 = f(x2),

voos Tny1 = f(zn) a sequéncia x,, converge em M e a = lim x,, € o tinico ponto fixo de f.

Demonstracao: Tendo em vista que f é uma contracio e toda contragdo é uniformemente
continua, entdo f € continua. Supondo por hipdtese que a sequéncia € convergente, ou seja,
lim x,, = a, usando a continuidade de f tem-se:

f(a) = f(limz,) = lim f(x,) = limz,.; = a,

Logo, a é um ponto fixo de f.

Agora, supondo que existam, a e b, dois pontos fixos de f, entdo vale que f(a) = ae
f(b) = b. Desta maneira, temos que:

d(f(a), f(b)) < k.d(a,b),com 0 < k < 1, pois f é uma contra¢do uniforme.

Como f(a) = ae f(b) = b, temos:
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d(f(a), £(b)) < k.d(a,b)
= d(a,b) < k.d(a,b)
= d(a,b) — k.d(a,b) < 0
= d(a,b).(1—k) < 0

Como (1 — k) > 0,pois 0 < k < 1,ed(a,b) > 0, entdo d(a,b) = 0, e pela propriedade
de métrica a = b, dessa forma, podemos concluir que o ponto fixo € tnico.

Agora basta provar que a sequéncia (z,,) realmente converge.

Sendo f uma contragdo uniforme e como ©; = f(xg), o = f(x1), x3 = f(x2), ... ,
ZTpt1 = f(z,) temos:

d(xy,22) = d(f(20), f(21)) <

d(ws, w5) = d(f(21), f(2))

d(ws, x4) = d(f(x2), f(23)) <

Repetindo este raciocinio, de modo geral, usando o Principio de Indug¢do Finita, temos:

d(xnv xn—l—l) S kn-d('r(b xl)

d(l’o,l‘l)
d(Il, (L’g) S kz.d(fﬁo, Il)
k. d(l’g, x’3> S kg.d(fﬂo, iL'l)

IA
?r?r

Assim,

AT, Tpap) < d(@n, Tot1) + A(@pat, Tnga) + o+ ATpap-1, Tnap)
= d(Tp, Tnip) < K"+ BT 4 L+ B (2, 1)

= d(Tp, Tnip) < K1+ K+ ...+ kP H.d(z0, 21)

1
= d(Tn, Tpip) < k”.m.d(xo,xl)

1 . .
Como 1 k.d(xo, x1) > 0 e tendo em vista que 0 < k£ < 1, entdo lim k™ = 0, logo
existe ng € N tal que d(z,, xn+p) <eg,come > 0,V n > ng Portanto x,, € uma sequéncia de
Cauchy em um espaco métrico completo M, sendo assim, a sequéncia converge e converge para

um Unico ponto fixo.
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4 A RECIPROCA DO TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

O Teorema do Ponto Fixo de Banach garante que em um espago métrico completo, toda
contragdo uniforme admita um unico ponto fixo, no entanto, E. Behrends mostrou que a reciproca
deste teorema nao € verdadeira e questionou se existe algum espaco em que a reciproca seja

verdadeira.

Teorema 4.0.1. Seja X = graf(sen%) onde 0 < x < 1. Entdo, X C R? é um conjunto ndéo

fechado satisfazendo a condicdo da propriedade do ponto fixo de Banach.

Demonstracao: Inicialmente note que (0,0) € 0X (fronteira de X), mas (0,0) ¢ X, ou seja, X
nao € fechado, pois o fecho de X € diferente de X (LIMA,2019).

Agora, considere f : X — X, uma contragdo uniforme e z,y € X, ou seja,

£ (z) = FWII < Eflz =yl

com 0 < k < 1, considere também H C (0, 1].

Xy = {(x, sen(i)) cR*xc H}

Figura 1 - Gréfico da fungio sen(1), onde 0 < z < 1.

xT

0.5

Fonte: A autora (2022).
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Diante disso, escolha ¢ > 0, tal que diam(X| (075)), ou seja, a maior distancia entre dois
pontos quaisquer do conjunto X (g ), seja < % com 0 < k£ < 1, dessa forma podemos garantir

2 2
que diam(X(p.)) < —, pois % ¢ tdo grande quanto se queira, com isso:

k
. 2
diam(X ) = sup ||z1 — x2|| < z
X(0.0)
Mas diam(f(Xoe)) = sup |[y1i—ye|| = sup ||f(z1)— f(z2)||, pela continuidade
F(X(0,e)) F(X(0,e))
2
uniforme, temos: sup ||f(x1) — f(x2)|| < sup k.||z1 — x3|| = sup k.— = 2.
F(X(0,e)) X(0,e) X(0,¢)

Portanto, diam(f(Xo.))) < 2, assim, f(X(.)) ndo possui um ponto de maximo e um
minimo local simultaneamente do conjunto X, pois as distancias sdo menores que 2, tendo em
vista que entre dois pontos com distincias menores que 2 para este intervalo, podemos observar
no grafico, que ele possui um ponto maximo ou um minimo local, mas nio € possivel admitir os

dois simultaneamente dentro do intervalo (0, €).

Figura 2 - Tlustracdo da fungdo sen(1), onde 0 < z < 1.

T

Fonte: A autora (2022).

Dai, existe J; > 0, tal que f(X(.)) C X5, 1], além disso, existe d, > 0 tal que
[ (X)) C Xis,,1), pois como em f(X (o)) ndo possui um minimo e um maximo local simulta-
neamente, entdo vai existir um ¢; > 0 de forma que f (X (075)) C Xis,,1) € como f € continua, vai

existir um d, > 0 de maneira que f(X. 1) C X[s,.1]-
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Agora, tomando § = min{di, d»}, entdo vale:

f(X.e) C Xy

f(Xey) © Xy
como X = X ) [J X[,1), entdo,
f(X) C X[571] - Rg

De fato, X(51) € fechado, portanto € completo, porque R? é completo e pelo Teorema do
Ponto Fixo de Banach, f admite tinico ponto fixo.
Entdo, f ndo é completo mas admite um tnico ponto fixo, dessa forma, podemos concluir

que a reciproca do Teorema do Ponto Fixo de Banach ndo vale.
O

Como vimos na demonstracdo do teorema anterior, a reciproca do Teorema do Ponto Fixo
de Banach nio vale em R?, entdo no caso geral, a reciproca ndo € verdadeira. Mas E. Behrends
questionou se existe algum aberto (ndo-fechado) em R" com a propriedade do Ponto Fixo de
Banach, ou seja, serd que existe um aberto que ndo seja fechado em que toda contragdo admita
um ponto fixo? O préprio E. Behrends mostrou em seus estudos que o tinico conjunto aberto em
R"™ com a propriedade do ponto fixo de Banach é também fechado, ou seja, o préprio R".

Com isso, E. Behrends instigou ainda mais seus estudos dessa reciproca questionando se
existe algum exemplo "simples"do subconjunto R com a propriedade do Ponto Fixo de Banach.
Em seus trabalho, ele chegou a conclusdo que a reciproca do Teorema do Ponto Fixo de Banach

na Reta € verdadeira apenas para conjuntos ambiguos.
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